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Wasserstoffatom — Bohrsches Atommodell (1913)

n=3

n=2
M

n=1 ¢

e erlaubte Kreisbahnen der Elektronen — Uberginge mit AE = hv
e “ad hoc” Quantisierungsvorschrift



Wasserstoffatom — Atomorbitale

s:m; =0, p:m==x1,0; d:m; ==12,+1,0



Atomorbitale = Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms

wnlm(ra 69 ¢) — Rnl(r)iflm(e, Qb) “Atomorbitale”

3 Quantenzahlen (Haupt-QZ, Neben-QZ, magnetische QZ): n,l, m :

n=123... ; 1=0,1,2,....n—1 3 m=101-—1,1—2,...—1

Energie:

meZ2%e* 1

E, = —
" 3272e2h*n?

Entartung: Energie hangt nur von n ab!



Drehimpuls

Review : Quantum numbers
of the hydrogenic atom

Hydrogen Levels

L2 = 7211+ 1)

Angular momantum quanti:di number: 1=0,1,2,3,..n-1
is related to the length-Z of the aingular momentum of the
electron as it moves around nuc'eus

Magnetic quantum number: m; =1,1-1,1-2,...., -
is related to the length of the projection of L on to
an arbitrary vector (e,).



Wasserstoffatom — Vorgehensweise

1. Hamiltonoperator in geeigneten Koordinaten (hier: spharische Polar-
koordinaten)

2. Losung der Schrodingergleichung (hier: analytisch via Variablen-
separation)

Vorarbeiten:

e spharische Polarkoordinaten
e Drehimpuls

¢ | Quantenteilchen auf einem Kreisring

¢ | Quantenteilchen auf einer Kugel




Spharische Polarkoordinaten

FP(x,y,z)

............

y=sm6 Sind



2D Testsystem: Quantenteilchen auf einem Ring

Az

Polarkoordinaten:
T=7TCcos® ; y=rsing

. R, 8% 82 T 9 o°
H = _2m(8m2 T 8y2) - _Zm[((’)'r?) + %(E) T ’I°12 (8¢2>}

Betrachte nur den winkelabhangigen Teil: I:I¢ — —2?2;2 (;;)



Quantenteilchen auf einem Ring, cont’d

Losung der Schrodingergleichung:

A,

L b(¢) = B =" I = ms?
Z1(9) = Ey(0) = = mr

Y(p) = Ne'™?®  my =

Eindeutigkeit der Wellenfunktion (single-valuedness): v¥)(¢) = ¥ (¢ + 27)

Netmu? = Net™u(®+27)  daher: 2™ = oder: m; = 0,+1,+2,...
o L i h*m?
Quantisierung: ., (¢) = Ee En., = o7 m; = 0, 11, :|:92, -



Quantenteilchen auf einem Ring: Eigenfunktionen

=

O*D




Bewegung in der Ebene — Drehimpuls zeigt in
z-Richtung!

e klassisch-mechanische Definition des Drehimpulses:

Il = rXp
€x 6y €2 YpPz — Zpy l:Jc
= x Yy oz — 2Px — TP — Ly
Pz Dy Dz TPy — YPu L
3
= Z €ijkTiDjCk €ijk = Levi—Civita—SymboI
1,7,k=1

e Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht, in der die Bewegung
stattfindet

e wenn z = Qund p, =0, gilt l =,e,
11



Drehimpuls / Forts.

\

LI = [Hlplsin/

e z.B. Bewegung in der xy-Ebene (bei festem r):
x(t) = r cosp(t) & = —rd¢sing(t) ly =1,=0
y(t) = rsing(t) 9 = r¢ cosp(t) l,=mr?¢p =Iw=1

w = ¢ = Winkelgeschwindigkeit I = mr? = Triagkeitsmoment §



Quantenmechanischer Drehimpuls:
Vektorprodukt mit Operatoren

~ A A A ~ 0 ~ 0 7
R YPz — 2Py y@—z@ lfc
| = Pxp=| 2p.—3p. | =—ih 2%—53% =1 1,
jpy_ﬁpx ia_y_:&% lz

A A

e [ ist ein Vektor mit Operatorkomponenten Zx,ly, [,

e Betragsquadrat des quantenmechanischen Drehimpuls-Operators:

~2 A A ~
U =0+ +12
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Drehimpuls-Operator in Polarkoordinaten

e kartesische Komponenten in Polarkoordinaten:

([x \ ( —(%)(sinqﬁ(%—kcot@cosgb(a%b) \
[ = L, |= (%)(Cosqb(%—cotﬁsingb(a%)

\ . ) \ BE) )

e Betragsquadrat in Polarkoordinaten:

o= P47
1 0 0 1 02
(R Py L O
sind 06 00  sin“0 0¢?



12 Quantenteilchen auf einer Kugel

[y
spharische Polarkoordinaten:
x=rsinf@cospd ; y=rsinfsingp ; z = rcosb
72
—— V2 4+ V(7)
2m
R , 82 02 02
— Vv
2m<8:132 + O0y? + 822> +V(r)
h° 1,1 8 0 1 92
_%{ t 72 (sinH 803"19% + sin0 8(1)2)} +V(r)
72
+ + V(r)
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Quantenteilchen auf einer Kugel

Schrodingergleichung fiir den Winkelanteil:
g2 ( 1 0 0

A,

[? B 5
ﬂ¢(99¢) - E¢(9,¢) S sinf 90 50

Separation der Variablen:

Y(0,9) = 0(6)2(¢)

———sinf— +

1 02 )
sin6 8 ¢?2

®(¢): identisch zum “Teilchen auf einem Ring”: Quantenzahl m;

©(0): assoziierte Legendre-Polynome: Quantenzahl [

Losungen = Kugelflachenfunktionen:  Yj,, (0, @) = O, (0) Py, ()
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Kugelflachenfunktionen (Spherical Harmonics)

EF ”il" }?mlr(ﬁ-'[.;'” - E'},;',”![H)(bm;(l:b)
0 0 (1/4m)V*
I 0  (3/4m)"%cos0

+

| F(3/8m)"2sinGe™?

2 0 (5/16m)"*(3cos*0-1)
2 +1  F(15/8m)"?sin@cosBet?
2 +2  (15/327)%sin? G0

i
O, (9)=——e""
9 V2T

2041 (£—m,)!
2 (f+m,)!

1/2
E:‘fml,{g} == [ :| Pr’mf(e)

P (@) = associated Legendre polynomial



Quantenteilchen auf einer Kugel:
Eigenwertgleichung

A,

0 0, 1 82)

[2 1
—) (0, = FE(0, 2= —h?(———sinf—
2I¢( ?) (0, 9) (sinH 895m 00 + sin?0 0?2

A2 2

ﬂ lml(97¢) — ﬂl(l+1)nml(9’¢)

e Quantisierung hangt nur von der Quantenzahl [l ab: E = %l(l + 1)

e Entartung bzgl. m; = —1I,...+1
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Drehimpulsquantisierung

e Eigenwertgleichung fur das Betragsquadrat:

?Y,, = R*l(l 4+ 1),

e Eigenwertgleichung fur die z:-Komponente:

iziflm = hmY,

e Y}, sind die Kugelflachenfunktionen
e Drehimpulsquantenzahl [

e magnetische Quantenzahl m = —I,...,!1



Kugelflachenfunktionen (Spherical Harmonics)

= 0_ 2
Yg =1 ‘r'g = cost Yy = 3cosTE-1

’Y; = cost sind sing Yg=5c053 B-3coso t‘f‘;=:5coszu-1 Jsin® cosd

g

2
Eigenwerte: E = ﬂl(l + 1) Entartung bzgl. m; = —1[,... +1
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Losungen fur einige einfache Systeme

System zeitunabhangige Randbedingung(en) Eigenwerte Eigenfunktionen
SG (H Ew.-Gl.)

252
freies Teilchen b0 = EV 0<z<a E, = n2% VU, (x) = \/gsin (nZz)
im Kasten
. . l% m2h2 1 im¢
freies Teilchen =¥ =FEV VU(p) = V(¢ + 2m) Em = 57— P (P) = 1/3z€
auf Kreis
> 2
freies Teilchen LU = EV (0, ¢) = T(0, ¢ + 27) E; =400+ 1) Y, (0, ) = O, (0)®m (¢)
auf Kugel (0, d) = V(0 + 2w, @) © = assoziiertes Legendre Polyn.
. A2 1 ,\2 1 2
harmonischer gm + jksc g FE, = hw (n + 7) on(x) = NpnHp(y) exp —97
Oszillator _
= EU y = \/@x
H = Hermite Polynom
~_ho ? _ho 2 1 9 - 1 5?
P="%a: =735 U =mgeesinlz + 55502
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