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Wasserstoffatom – Bohrsches Atommodell (1913)

• erlaubte Kreisbahnen der Elektronen −→ Übergänge mit ∆E = hν
• “ad hoc” Quantisierungsvorschrift
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Wasserstoffatom – Atomorbitale

s : ml = 0; p : ml = ±1, 0; d : ml = ±2,±1, 0
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Atomorbitale = Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms

ψnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) “Atomorbitale”

3 Quantenzahlen (Haupt-QZ, Neben-QZ, magnetische QZ): n, l,m :

n = 1, 2, 3, . . . ; l = 0, 1, 2, . . . , n− 1 ; ml = l, l− 1, l− 2, . . .− l

Energie:

En = −
meZ

2e4

32π2ε2
0h̄

2

1

n2

Entartung: Energie hängt nur von n ab! 4



Drehimpuls

Hydrogen Levels
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Wasserstoffatom – Vorgehensweise

1. Hamiltonoperator in geeigneten Koordinaten (hier: sphärische Polar-
koordinaten)

2. Lösung der Schrödingergleichung (hier: analytisch via Variablen-
separation)

Vorarbeiten:

• sphärische Polarkoordinaten

• Drehimpuls

• Quantenteilchen auf einem Kreisring

• Quantenteilchen auf einer Kugel
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Sphärische Polarkoordinaten
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2D Testsystem: Quantenteilchen auf einem Ring

Polarkoordinaten:
x = r cos φ ; y = r sinφ

Ĥ = −
h̄2

2m

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
= −

h̄2

2m

[( ∂2

∂r2

)
+

1

r

( ∂
∂r

)
+

1

r2

( ∂2

∂φ2

)]
Betrachte nur den winkelabhängigen Teil: Ĥφ = − h̄2

2mr2

(
∂2

∂φ2

)
8



Quantenteilchen auf einem Ring, cont’d

Lösung der Schrödingergleichung:

l̂2z
2I
ψ(φ) = Eψ(φ) l̂z =

h̄

i

d

dφ
I = mr2

ψ(φ) = Neimlφ ml =

√
2IE

h̄

Eindeutigkeit der Wellenfunktion (single-valuedness): ψ(φ) = ψ(φ+ 2π)

Neimlφ = Neiml(φ+2π) daher: e2πiml = 1 oder: ml = 0,±1,±2, . . .

Quantisierung: ψml
(φ) =

1
√

2π
eimlφ Eml

=
h̄2m2

l

2I
ml = 0,±1,±2, . . .
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Quantenteilchen auf einem Ring: Eigenfunktionen
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Bewegung in der Ebene – Drehimpuls zeigt in
z-Richtung!

• klassisch-mechanische Definition des Drehimpulses:

l = r × p

=

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x y z
px py pz

∣∣∣∣∣∣ =

 ypz − zpy
zpx − xpz
xpy − ypx

 =

 lx
ly
lz


=

3∑
i,j,k=1

εijkripjek εijk = Levi-Civita-Symbol

• Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht, in der die Bewegung
stattfindet
• wenn z = 0 und pz = 0, gilt l = lzez
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Drehimpuls / Forts.

• z.B. Bewegung in der xy-Ebene (bei festem r):

x(t) = r cosφ(t) ẋ = −rφ̇ sinφ(t) lx = ly = 0

y(t) = r sinφ(t) ẏ = rφ̇ cosφ(t) lz = mr2φ̇ = Iω = l

ω = φ̇ = Winkelgeschwindigkeit I = mr2 = Trägkeitsmoment
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Quantenmechanischer Drehimpuls:
Vektorprodukt mit Operatoren

l̂ = r̂ × p̂ =

 ŷp̂z − ẑp̂y
ẑp̂x − x̂p̂z
x̂p̂y − ŷp̂x

 = −ih̄

 ŷ ∂∂z − ẑ
∂
∂y

ẑ ∂∂x − x̂
∂
∂z

x̂ ∂
∂y − ŷ

∂
∂x

 =

 l̂x
l̂y
l̂z



• l̂ ist ein Vektor mit Operatorkomponenten l̂x, l̂y, l̂z

• Betragsquadrat des quantenmechanischen Drehimpuls-Operators:

l̂
2

= l̂2x + l̂2y + l̂2z
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Drehimpuls-Operator in Polarkoordinaten

• kartesische Komponenten in Polarkoordinaten:

l̂ =


l̂x

l̂y

l̂z

 =


−(h̄i )(sinφ( ∂∂θ + cotθcosφ( ∂∂φ)

(h̄i )(cosφ( ∂∂θ − cotθsinφ( ∂∂φ)

(h̄
i
)( ∂
∂φ

)


• Betragsquadrat in Polarkoordinaten:

l̂
2

= l̂2x + l̂2y + l̂2z

= −h̄2
( 1

sinθ

∂

∂θ
sinθ

∂

∂θ
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

)
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Quantenteilchen auf einer Kugel

sphärische Polarkoordinaten:
x = r sin θ cosφ ; y = r sin θ sinφ ; z = rcos θ

Ĥ = −
h̄2

2m
∇2 + V (r)

= −
h̄2

2m

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

)
+ V (r)

= −
h̄2

2m

{( ∂2

∂r2

)
+

2

r

( ∂
∂r

)
+

1

r2

( 1

sinθ

∂

∂θ
sinθ

∂

∂θ
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

)}
+ V (r)

=
p̂2
r

2m
+

l̂2

2mr2
+ V (r)
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Quantenteilchen auf einer Kugel

Schrödingergleichung für den Winkelanteil:

l̂2

2I
ψ(θ, φ) = Eψ(θ, φ) l̂2 = −h̄2

( 1

sinθ

∂

∂θ
sinθ

∂

∂θ
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

)

Separation der Variablen:

ψ(θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ)

Φ(φ): identisch zum “Teilchen auf einem Ring”: Quantenzahl ml

Θ(θ): assoziierte Legendre-Polynome: Quantenzahl l

Lösungen = Kugelflächenfunktionen: Ylml
(θ, φ) = Θlml

(θ)Φml
(φ)
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Kugelflächenfunktionen (Spherical Harmonics)
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Quantenteilchen auf einer Kugel:
Eigenwertgleichung

l̂2

2I
ψ(θ, φ) = Eψ(θ, φ) l̂2 = −h̄2

( 1

sinθ

∂

∂θ
sinθ

∂

∂θ
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

)
l̂2

2I
Ylml

(θ, φ) =
h̄2

2I
l(l+ 1)Ylml

(θ, φ)

• Quantisierung hängt nur von der Quantenzahl l ab: E = h̄2

2I
l(l+ 1)

• Entartung bzgl. ml = −l, . . .+ l
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Drehimpulsquantisierung

• Eigenwertgleichung für das Betragsquadrat:

l̂2Ylm = h̄2l(l+ 1)Ylm

• Eigenwertgleichung für die z-Komponente:

l̂zYlm = h̄mYlm

• Ylm sind die Kugelflächenfunktionen

• Drehimpulsquantenzahl l

• magnetische Quantenzahl m = −l, . . . , l
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Kugelflächenfunktionen (Spherical Harmonics)

Eigenwerte: E =
h̄2

2I
l(l+ 1) Entartung bzgl. ml = −l, . . .+ l
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Lösungen für einige einfache Systeme

System zeitunabhängige
SG (Ĥ Ew.-Gl.)

Randbedingung(en) Eigenwerte Eigenfunktionen

freies Teilchen
im Kasten

p̂2

2mΨ = EΨ 0 ≤ x ≤ a En = n2 π2h̄2

2ma2 Ψn(x) =
√

2
a sin

(
nπax

)

freies Teilchen
auf Kreis

l̂2z
2IΨ = EΨ Ψ(φ) = Ψ(φ+ 2π) Em = m2h̄2

2I Φm(φ) =
√

1
2πe

imφ

freies Teilchen
auf Kugel

l̂2

2IΨ = EΨ Ψ(θ, φ) = Ψ(θ, φ+ 2π)
Ψ(θ, φ) = Ψ(θ + 2π, φ)

El = h̄2

2I l(l + 1) Ylm(θ, φ) = Θlm(θ)Φm(φ)
Θ = assoziiertes Legendre Polyn.

harmonischer
Oszillator

(
p̂2

2m + 1
2kx̂

2
)

Ψ

= EΨ

En = h̄ω
(
n+ 1

2

)
ϕn(x) = NnHn(y) exp

(
−y

2

2

)
y =

√
mω
h̄
x

H = Hermite Polynom

p̂ = h̄
i
∂
∂x l̂z = h̄

i
∂
∂φ l̂2 = 1

sin θ
∂
∂θ sin θ ∂∂θ + 1

sin2 θ

∂2

∂θ2
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