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Wasserstoffatom — Atomorbitale

s:m; =0, p:m==x1,0; d:m; ==12,+1,0



Atomorbitale = Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms

Vnim (1,0, 9) = Ry (1) Y1 (0, @) “Atomorbitale”

3 Quantenzahlen (Haupt-QZ, Neben-QZ, magnetische QZ): n,l, m :
n=1,2,3,... ; l=0,1,2,....n—1 53 my=0,1—1,1—2,...—1
Energie:

1 m.Z%*1

_(471'60)2 2h* n?

n

Entartung: Energie hangt nur von n ab!
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Vorgehensweise

1. Hamiltonoperator in geeigneten Koordinaten (hier: spharische Polar-
koordinaten)

2. Losung der Schrodingergleichung (hier: analytisch via Variablen-
separation)

Vorarbeiten:

e spharische Polarkoordinaten

e Drehimpuls

e Quantenteilchen auf einem Ring
¢ Quantenteilchen auf einer Kugel



Wasserstoff(-artige) Atome: Coulomb-Potential

600
|

r(pm)

r(pm)

e Wechselwirkung der Ladungen —e und Ze: V (r) = —Ze?/4meyr
€o = 8.854107 12 As/Vm (elektrische Feldkonstante)

e NB: Problem fruher Atommodelle: Elektron kollabiert in den Kern . . .



Wasserstoff(-artige) Atome: Coulomb-Potential

Coulomb Potential well

lonisation -
electron escapes
Energy of from well and joins
electron the continuum
1 m.Z%*1
" (4meg)2  2R* n?
@Nucleus
: Distance from nucleus
e FF = —oo nur in der klassischen Mechanik moglich

e gebundene Zustande £ < 0

e ungebundene Zustande E > 0 (oberhalb der lonisierungsenergie)



Wasserstoffatom (oder H-artige Atome)

Startpunkt: Schrodingergleichung fur Elektron und Kern:

IA{\II(CBea Yes Zes TNy YN ZN) — E\P(wea Yes Zes TNy YN ZN)

mit den Koordinaten 7, = (x¢, Ye, 2.) und ¥*n = (N, YN, Z2n) und dem
Hamiltonoperator
. R’ R Ze?

H = — V2 . —V2 .
2m. ¢ 2mpy ¥ 4mwegr

wobei 7 = [(zn — T)? + (yn — Ye)? + (2N — 2¢)?)Y/?  der Abstand
zwischen Elektron und Kern ist.

e Transformation auf Schwerpunkts- und Abstandskoordinaten:

me myN

JFe+ ()N 5 =N =T ;

B -



Schwerpunktsbewegung 4+ Relativbewegung

durch einen Separationsansatz — V(R,r) = ®(R)y(r) — erhdlt man
zwei Schrodingergleichungen:

Schrodingergleichung fiir die Schwerpunktsbewegung

h2
—%V%‘I’(R) = Esp®(R)

Schrodingergleichung fiir die Relativbewegung

(_h_zvz Ze’ )¢('r) = Eaqp(r)

2 " 4meor

dabei ist m die Gesamtmasse m = m, + m und u die sog. reduzierte
Masse: 1/ =1/m.+ 1/my. ’



H-Atom — Relativbewegung

Schrodingergleichung:

2

(—S—HV% +V())w(@ = By

wobei 7= (z,y,2), r = |7], und V(r) = —Ze?/4meor

kartesische Koordinaten:

Ze?

1 ~ ~ A — —»
(5240, +8D) — - )o() = Bb()

4megr
Polarkoordinaten, mit p, = h/i(8/8r + 1/r) sowie | = Drehimpuls:
( 1 1 2 _ Ze?

~2
—Dp,. +
2 p,p'r 272 4megr

)o@ = By()
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Spharische Polarkoordinaten

FP(x,y,z)

............

y=sm6 Sind
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#  Kinetische Energie in Polarkoordinaten

[y
spharische Polarkoordinaten:
x=rsinf@cospd ; y=rsinfsingp ; z = rcosb
72
—— V2 4+ V(7)
2m
R , 82 02 02
— Vv
2m<8:132 + O0y? + 822> +V(r)
h° 1,1 8 0 1 92
_%{ t 72 (sinH 803"19% + sin0 8(1)2)} +V(r)
72
+ + V(r)
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Relativbewegung in Polarkoordinaten

Schrodingergleichung:

) hZ B2 d o . 0 9*
Hy(r,6,¢) = {_ZIL{(&PZ) t 2(5) + rlz (siiH 90" 50 T sirTZH 8¢2)}

7 2
— € }zp(r,ﬁ,qﬁ) = Ev¢(r, 0, ¢)
TEQT
P2 2 Z e? B
— {ﬂ * 2ur2_4weor}¢(r’ 9,9) = By(,0,9)

r = Distanz Kern-Elektron

p = reduzierte Masse p = memy/(me + my)

2 =12 + ZZ + [? = Betragsquadrat des Drehimpulsoperators
V(r) = —Ze?/4mwegr = Coulomb-Potential Elektron-Kern

€0 = Permittivitat des Vakuums
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Losungsansatz = Radialteil X Winkelantelil

Separation der Variablen:

’(,b(’l“, 0, qb) — R(T)Y(O, qb)

Losung des Winkelanteils bekannt: Zzlﬁm(ﬁ, ¢) = RAl(L + 1) Y1, (0, @)

Einsetzen liefert:

. P2 2 Ze?
HRY = T+ I(l+1)— RY
21 2pur? 47egr
= FE RY

— Dividieren durch Y liefert Gleichung fiir den Radialteil (R)

14



Radialteil

P2 I(l+1)R*  Ze?

r — R = ER
<2u+ 2172 47reor) () ()
oder
132
(5= + JR(r) = ER(r)
2p

effektives Potential = Coulomb-Potential + Zentrifugalpotential
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Effektives Potential fur Radialteil

1.0

D.E —

0.0 1
————— _-_-'_'_-=

WV _{r) times a /e’

0.5

-1.0 | I T I

rfa_.,

e infolge des Zentrifugalpotentials ist zu erwarten, dass nur die [ =0
Losung eine hohe Dichte am Kern zulasst! .



Radialteil: Eigenfunktionen

§ Table 3.2 Hydrogenic radial wavefunctions
n [ Rnl (r)
e 1 0(s) (B 2e
0 5 0, 15 ’ 0 (28) (%)3/2ﬁ(2_p)e 0/2
0.05 |- 3 2 e
Lap) @ ket
300 (@ (6-6p+ e
3/2
16p)  (©’5k(4—p)pe?”
! 2 (3d) (%)3/29 e

e infolge des Zentrifugalterms nehmen nur die I = 0 (s)-Orbitale am
Ursprung einen nichtverschwindenden Wert an
e die Anzahl der Knoten nimmt als Funktion von n zu
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Radialteil:

Probability density = r2|Rn(r)|2

Ground state
n=1
=0

— Dashed line : Radius by Bohr's quantum theory
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r/a, (3p:Bohr radius )

Losungen, Forts.

A% _p/2m
R,i(r) = N, (;) L, (r)e p/2

zugeordnete Laguerre-Polynome

p=2Zr/(nag)
ag = 4megh’/(mee?) = 0.529 A
Bohr-Radius
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Volumenelement in spharischen Polarkoordinaten

!r sin @ T

I I| ] S
: L | N d
FNAN
'l-\._“:‘" =
: : 1l :_*R;{,.‘__\,;

{ : _ 4
— »
! dr

Volumenelement: dV = dx dy dz = r? dr sinf d@ d¢
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Laguerre-Polynome

20 4

[
L]

laguerre(n, x)

=

-10 4

Laguerre Polynomials
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Radiale Verteilungsfunktion

P1s(r) = Ae™7/

05 Probability density = r2|Rn(r)|2

0.4

0.3 Ground state
ne=1
0.2 [=0

0.1
0

—— Dashed line : Radius by Bohr's quantum theory

e Maximum der Verteilung bei » = ay

e \Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Abstand 0 — 2a,0 vom Kern zu
finden: P = 4w A? f2 “drr?e?/% = 4w (2) (2 )(e 13)0’0 = 0.76
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Radialteil — Eigenenergien

e gebundene Zustinde (E < 0):

meZ%e* 1

E, = —
" 327m2e2h* n?

e Entartung: Energie hangt nur von n abl!
e dies ist der Fall, obwohl V. auch eine Funktion von [ ist
e n’-fache Entartung

e ungebundene Zustande (E > 0): ionisiertes Elektron
h2k?

2m

Ej, =

kontinuierliche Energien (ebene Wellen)
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Wasserstoff(-artige) Atome: Coulomb-Potential

Coulomb Potential well

lonisation -
electron escapes
Energy of from well and joins
electron the continuum
1 m.Z%*1
" (4meg)2  2R* n?
@Nucleus
: Distance from nucleus
e FF = —oo nur in der klassischen Mechanik moglich

e gebundene Zustande £ < 0

e ungebundene Zustinde E > 0 (oberhalb der lonisierungsenergie) 2



GroBenordnungen

Energie des 1s-Elektrons: FE,,_; = —13.6 eV
Radius des 1s-Elektrons: (r);s = (3/2) ag

wobei 1 eV = 1.6 -:107° J und 1 ay = 0.529 A (Bohr-Radius)

me = 9.1-1073 kg

m, = 1.67 - 10727 kg

e =1.60-10"1 C

Ammeg = 1.112 - 10710 J-1C?m—!
h=1.054-10"3Js
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Atomorbitale = Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms

wnlm(ra 69 ¢) — Rnl(r)iflm(e, Qb) “Atomorbitale”

3 Quantenzahlen (Haupt-QZ, Neben-QZ, magnetische QZ): n,l, m :

n=12,3... ; 1=0,1,2,....n—1 3 m=101-—1,1—2,..

Energie:

meZ2%e* 1

E, = —
" 3272e2h*n?

Entartung: Energie hangt nur von n ab!

. — 1
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