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Wasserstoffmolekulion
(in Born-Oppenheimer-Naherung)
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e das Wasserstoffmolekiilion H, ist das einzige Molekiil, dessen
Schrodingergleichung exakt gelost werden kann

e hier betrachten wir eine einfachere LCAO-MO Naherungslosung



Wasserstoffmolekulion: exakte Losung
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http: //www.nyu.edu/classes/tuckerman/adv.chem/lectures/lecture-13 /node3.html

Orbitale: 104, 10, 204, 20, 1m,, 304, 171';, 30



H, : exakte Born-Oppenheimer-Potentiale

—
e
=L

-
N

—
(=)

S
©

e Sequenz von o- und 7-Orbitalen
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e Die niedrigsten 10 und 207*-
Orbitale sind deutlich separiert
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Molecular potential energy, E/hcR,

o

BO-Potentiale = R-abhzngige elektronische Eigenwerte ~0-2) . — -

Internuclear distance, R/a,



LCAO-MO-Naherungsverfahren
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e Darstellung in einer | Basis von 1s Atomorbitalen (AO)

e bindende und anti-bindende Kombinationen von AOs: 10y, 107



Wasserstoffmolekulion via LCAO-MO Verfahren

LCAQO = Linear Combination of Atomic Orbitals:

[¥) = ca |a) + cp |b)

“Ansatz” fiir die Molekiilorbitale (MO’s) von H,

|la) = 1s H-Orbital, auf Atom A zentriert
|b) = 1s H-Orbital, auf Atom B zentriert

e explizite Darstellung im Ortsraum:
a(ra) = Rp=1,1=0(ra) =

b(rg) = Rp=1,1—0("B) =

Wexp(—’rA/ag)

(ra

WGXP(-T‘B/CI@)

e la) und |b) sind bei endlichem Abstand rap nicht orthogonal:
Sap = {(a|b) #0 Sa.p» = Uberlappintegral 0



Uberlappintegral — explizite Form

elliptische Koordinaten: u = (r4 + rg)/raB v=(ra—7TB)/TAB

Volumenelement: | dV = 373 o (p? — v?)dp dv do¢

wobei 1 < p <o —1<v<<i1 0< ¢p <27

Fur das Uberlappintegral ergibt sich explizit:

1
S={(alb) = — dV e~ (ratrs)/ao
Tayg
1 27 oo 1 1 o ) ) y
= — d d dv —r — v°)e HTAB/20
T 1/7r 2
S=(alb) = |1+ ;‘f+§(2f) |erap/a

S — Owenn rpg —> o© S — 1wennryg — 0



LCAO-MO Verfahren, cont’d

Mit dem Ansatz | |¢) = ¢, |a) + ¢ |b) | lautet die SG:

H|yp) = Ely)
H(ca |a) +¢p|b)) = E(cq |a) + cy|b))
coH|a) + coH|b) = cqE|a) + cp E |b)

e multipliziere von links mit (a|:

colalH|a) + cp(a|H|bY = cq E (al|a) + cp E (a|b) (1)
e multipliziere von links mit (b|:

ca(b|H|a) + co(b|H|b) = cq E (bla) + ¢y E (b|b) (2)

e Notation: H,, = (a|H|a), Hap, = (a|H|b), Hpq = (a|H|b) = H,y, (da
die Orbitale |a) und |b) reell sind), S, = (a|b), Spa = (bla) = Sap °



LCAQO-Verfahren, Forts.

e fasse (1) und (2) in einer Matrixgleichung zusammen:

Haa Hab Ca L E ESab Cq
H,, Hy co )] \ESap E Cp

oder
Haa — F Hab —F Sab Cqa -0
Hu, — ESaqp Hppy — E co |

homogenes lineares Gleichungssystem = “Sakulargleichung”



LCAQO-Verfahren, Forts.

e das Gleichungssystem hat eine Losung, wenn die Sakulardeterminante
verschwindet:

HCLG, — F Ha,b - ESCLb
Hy, — ESyq Hpy — E

e lose die sich ergebende Polynomialgleichung:

10



LCAO-MO Naherungslosung

Mit der Annahme H,, = Hp, (homonukleares zweiatomiges Molekiil) und
H,, = Hpa, Sab = Sba = S (reelle Orbitale) erhalt man die Eigenwerte:

Haa:I:Ha,b
Ey =
1+ S

und die Eigenvektoren:

zum Eigenwert E, : Cq = Cp ca =1/(2(1 + 5))1/2

zum Eigenwert E_: Ca = —Cp ca =1/(2(1 — 8))/2
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LCAO-MO-Naherungslosung fur das
Wasserstoffmolekiilion H,"
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LCAO-MO-Wellenfunktion: Dichte & Kontourplots

P

e Projektionen einer 3D-Dichte p(xc, Ye, 2e) = |V (Tes Yes 2e)|?
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LCAQO-Verfahren: allgemein

schreibe |1¢) in einer AO-Basisdarstellung: |¢) = > c,|¢n) (z.B.
vollstandige orthogonale Basis oder nichtorthogonale LCAQO-Basis)

schreibe den AHamiIton-Operator I:I" als Matrix in derselben Basis:
H,.,, = (¢,|H|d,,) (des Weiteren: Uberlapp Sy.. = (@n|dm))-

ausgehend von der SG, H|vy) = E|v), 16se das resultierende lineare
Gleichungssystem fur die Koeffizienten:

(H—El)c=0 oder (H—-—ES)c=0

eine nicht-triviale Losung (c # 0) existiert, wenn die Sakular-
determinante verschwindet (und damit die Inverse (H — E1)~! oder
(H — ES)~! nicht existiert):

|H —E1| =0 oder |H —ES| =0
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