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Helium
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e Betrachte ‘712 zunachst als “Storung”
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Zwei Sorten von Helium: Ortho-
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und Para-Helium

Termschema (Anregung eines Elektrons)

e Ortho-Helium: S = 1 (Triplett), Para-Helium: S = 0 (Singulett)



Singulett- und Triplettzustande

\

4 Kombinationen fiir zwei Spins 1/2:

Gesamtspin S = 1: Triplett) Gesamtspin S = 0: Singulett)
|a1) |aez) (1/v2)(la1)|B2) — |B1)|x2))
(1/vV2) (|} |B2) + |B1)|exa))

1B1)B2)

NB: Multiplizitat =2 S + 1



“Gepaarte” und “ungepaarte” Elektronen

e das Bild “gepaarter” (N) und “ungepaarter” (ﬁ) Elektronen ist vereinfacht . ..

e Die Konfiguration +%—21 («/3) taucht sowohl im Singulett- als auch in den Triplett-

27 2
Zustanden auf!



Modell nullter Ordnung: Unabhangige Teilchen

Annahme: H©® = H, + H,
Losung durch Separationsansatz: ¥(ry,r3) = 11 (r1)Y2(r2)

Einsetzen in die Schrodingergleichung ergibt:

(Hy + Ha)Yp1(r1)pa(r2) = Ei(r1)tha(rs)

oder
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d.h. jeder Quotient muss einzeln konstant sein:

Hiyy  Ho,
(V) + Yo

so dass ﬁl’lpl C El’l,bl und I:I2¢2 = Ez?ﬂz — F = E1 -+ Eg

= E1 + E




Modell erster Ordnung: Erwartungswert von H in
der Basis der Eigenfunktionen von H (%

H=H,+H,+ Vi, =H®® 4V,

Erwartungswert von H beziiglich der Eigenfunktionen von H(©

W(ry,re) = P1(r1)a(re) :

(P|H|®) = (P|Hy|P)+ (U|H;|®) + (¥|V;,| W)
= Ei+ E>+ (¥|Vi2|¥®)

(¥|Vi3|®) = Energiekorrektur 1. Ordnung




Minimal-Basis: Grundzustand

e “Ungestorte” Eigenfunktionen von H(?):
|¢(O)> = |nilim,)|nalams) = |nqlimy; naloms)

Ortsdarstellung: (9 (ry,r) = Ynilymy (T1) Vnoloms (T2)

Eigenwerte: E(©) = — meZ ¢ { 2+ %}

2
32w2e3h” | ny ns
e Betrachte den Grundzustand 1s2:

P Y =|ni=1,11 =0,m1 = 035 = 1,1, = 0, m2 = 0) = |a(1)a(2))



Erwartungswert bzgl. des 1s® Grundzustands

(Pios HIWiD.) = (a(l)a(2)|H|a(1)a(2))

= 2E, + (a(1)a(2)|Vi2]a(1)a(2))
2E, + Jaa,aa
= (—8 X 13.6 + 34) eV = —T74.8 eV

experimenteller Wert: —78.96 eV

Jaa,aa = 2-Elektronen-Coulombintegral



Minimal-Basis: einfach angeregter Zustand

e Nun betrachte einen angeregten Zustand, z.B. 1s2s:

WY =|ni=1,11 = 0,m1 = 035 = 2,1, = 0, M2 = 0) = |a(1)b(2))

und die dazu symmetrische Wellenfunktion:

P Y = |ng =2, = 0,my = 03ny = 1,1, = 0,ma = 0) = |b(1)a(2))

e berechne die Matrixelemente der Storung O = ‘712 in dieser Basis.
Beachte, dass die Storung die beiden Zustande |a(1)b(2)) und
|1b(1)a(2)) koppeln kann
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Helium, cont’d

e In der Basis der Zustande |a(1)a(2)), |a(1)b(2)) und |b(1)a(2)) lautet
die Matrixdarstellung des Hamilton-Operators wie folgt:

2Ea 0 0 Jaa,aa Haa,ab Haa,ba
H(O) -+ H(l) — 0 Ea, + Eb 0 + Haa,ab Jab,ab Kab,ba
0 0 E, + E, Huaba | Kba,ab  Jba,ba

e Coulombintegrale J (GroBenordnung (~10 eV)
e Austauschintegrale K (GroBenordnung (~1 eV)

e Ausserdiagonalterme der Art H,, ., sind vernachlassigbar, da deren
GroBenordnung (~1 eV) deutlich kleiner ist als die Differenz der

Diagonalelemente
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Helium — Blockdiagonale Hamilton-Matrix

e In der Basis der Zustande |a(1)a(2)), |a(1)b(2)) und |b(1)a(2)) lautet
die Matrixdarstellung des Hamilton-Operators wie folgt:

2F, 0 0 Jaa,aa 0 0
HO + gD = 0 | E,+ E, 0 + 0 Jab,ab  Kab,ba
0 0 Ea, ‘|‘ Eb 0 Kba,ab Jba,ba

e Coulombintegrale J (GroBenordnung (~10 eV)
e Austauschintegrale K (GroBenordnung (~1 eV)

e Ausserdiagonalterme der Art H,, ,» wurden in guter Naherung auf Null
gesetzt
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Coulomb- und Austauschintegrale

Coulombintegrale J, z.B.:

Ja,b,ab

47reg

(a(1)b(2)|H|a(1)b(2))

/ d’l"ld’r’g 1#18(7“1)1P23(7“2) ¢1S(T1)¢23(Tz)

Austauschintegral K:

Kab,ba

(a(1)b(2)|HV|b(1)a(2))

62

/ d’l"ld’l"z ¢13(r1)¢28(r2) ¢23(T1)¢13(7‘2)

47ey
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Losung der Sakulargleichung

Die Losung der Sakulargleichung ergibt sich fuer einen
1D-Unterraum (Basisfunktion |a(1)a(2))) und einen 2D-Unterraum
(Basisfunktionen |a(1)b(2)) und |b(1)a(2))):

|Haa,aa — E| =0 — E = Haa,aa

Hab,ab — F Hab ba
Hba,ab Hba ba — E

aus Symmetriegriuinden:

Hab,ab —F Hab,ba

=0 o FL = Ha a + Ha a
Hab,ba Hab,ab —F | + b,ab b,
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Helium, cont’d

Losung via Sakulardeterminante:

|H — E1| =0

. ly |2
Eigenwerte:

Ey =2E, + Jaa,aa s B+ = E, + Ep + Jab,ab + Kab,ba

Eigenfunktionen:

[1o) = |a(1)a(2))

) = /4 (|a(1>b(2)> + |b<1)a<z>>) (a) O
ly |2

die beiden Linearkombinationen sind symmetrisch

bzw. antisymmetrisch bzgl. des Austauschs von

Elektron 1 vs. 2

Was ist die Wahrscheinlichkeit, die beiden (b) 0 A7

Elektronen an einem Ort zu finden? (s. Skizze

rechts): Fermi-Loch vs. Fermi-Haufen
15



Singulett- und Triplettzustande

\

4 Kombinationen fiir zwei Spins 1/2:

Gesamtspin S = 1: Triplett) Gesamtspin S = 0: Singulett)
|a1) |aez) (1/v2)(la1)|B2) — |B1)|x2))
(1/vV2) (|} |B2) + |B1)|exa))

1B1)B2)

NB: Multiplizitat =2 S + 1



Einbeziehung des Spins

4 Kombinationen fiir zwei Spins 1/2:

symmetrisch (Triplett) antisymmetrisch (Singulett)
o) |az) (1/v2)(la1)|B2) — |B1)|ex2))
(1/v2)|ea)|B2) + |Br)|az))

81)182)

Von den moglichen Kombinationen der raumlichen Funktionen )1 mit den Spinfunktionen
existieren nur die Halfte:

antisymmetrisch & antisymmetrisch symmetrisch ® antisymmetrisch
[Y-)(1/V2)(ler)|B2) — |B1)|ex2)) [+ (1/vV2) (e} |B2) — |B1)|exz))
antisymmetrisch & symmetrisch symmetrisch @ symmetrisch

[—) |aa)|eez) |1} o) |az)
[Y-)(1/V2)(ler) |B2) + |B1)|ex2)) [9+) (1/vV2)(|ar) [B2) + |Br)|exz2))
[-)1B1)|B2) [+ 181)1B2)

— Pauli-Prinzip: Die Gesamtwellenfunktion ist antisymmetrisch! 17



Ortho- und Para-Helium
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Ortho-Helium: antisymmetrischer Raumanteil, symmetrischer Spinanteil (Triplett)

o
e Para-Helium: symmetrischer Raumanteil, antisymmetrischer Spinanteil (Singulett)



