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Quantenmechanische “Unscharfe”
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W. H. Zurek, Physics Today 36 (1991) ;



Eigenfunktionen & Eigenwerte

e Eine Funktion %) ist Eigenfunktion eines Operators O, wenn sie folgender
Eigenwertgleichung genugt:

e Z.B. Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators (“zeitunabhangige
Schrodingergleichung”):

A

H¢n — Enwn



Physikalische Bedeutung der Eigenwerte

Eigenwerte sind messbar: wenn z.B. Impuls oder Energie durch eine
geeignete Messapparatur gemessen werden, und das System sich in
einem Figenzustand 1,, befindet, wird der dazugehorige Eigenwert

Wn gelrnessell.



Was, wenn 1 keine Eigenfunktion ist?

Oy # wip
Allerdings lasst sich 1 wie folgt in Eigenfunktionen {,,} entwickeln:

¢ — Z Cn¢n

wobei c,, komplexe Koeffizienten sind und inn = wnp, gilt.

Was wird gemessen?

e ciner der Eigenwerte w,,
e mit einer Wahrscheinlichkeit P,, = |c,|?



Quantenmechanische “Unscharfe’: Das
Messresultat ist nicht eindeutig!

v
/7/, A N PeprtR =1
L

¢

e eine Messung projiziert auf eine der Eigenfunktionen ¢,,
e P, ist die Wahrscheinlichkeit, mit der ¢,, beobachtet wird



Beispiel: Schrodingers Katze

\Ilcat — 1/\/5 (\Ilalive + \Ildead)

A

Superposed
state \ NMUL

e gemessen wird der Eigenzustand W,j;,. oder W 4eaqg

e Wahrscheinlichkeiten: Pyjve = Pgeag = 1/2

e durch die Messung wird das System verandert: es kommt zur Projektion

auf den betreffenden Eigenzustand: “wavefunction collapse”
,



Beispiel: Doppelspaltversuch

http://physik.uni-graz.at/cbl/QM/contents/Projekte2004 /p1 /G2Doppelspalt /DSKlaWirk.html
Versucht man zu “messen”, durch welchen der beiden Spalte (1 oder 2)

das Teilchen durchtritt (Fall d), wird das das Interferenzmuster zerstort:
die Wellenfunktion “kollabiert” .



Beispiel: Qubit

P,, = Wahrscheinlichkeit, mit der der Eigenwert w,, gemessen wird

0)4-

\ Found here,

or here
\ 1) = ¢1|0) + ¢2|1)
P, = cjci, P, = c5co
1)

A qubit is found in state |0) or |[1)

e eine einzelne Messung liefert den zu |0) oder |1) gehorigen Eigenwert

e bei wiederholten Messungen werden die Eigenwerte mit den jeweiligen

Wahrscheinlichkeiten P; vs. P, gemessen .



Erwartungswerte

wenn sich das System nicht in einem Eigenzustand befindet, konnen wir

“Erwartungswerte” = Mittelwerte bzgl. vieler Messungen bestimmen:
. dx *0
) = LEvO
J dxap*ep

e wenn v = 1, Eigenfunktion des Operators O mit Eigenwert w,, ist,
erhalten wir: (O) = w,

e wenn v keine Eigenfunktion des Operators O ist, ergibt eine Entwicklung
in Eigenfunktionen {,,(x) }:

’(70(513) — Z Cn"vbn(w)

(0) = Z ClCrWn = Z P, w,
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Standardabweichung als MaB fur die
quantenmechanische Unscharfe

e Erwartungswerte machen Aussagen uber statistische Resultate wieder-
holter Messungen:

(A)Y = (| A|9p) Erwartungswert (Mittelwert)
AA = ,/{A2?) — (A)? Standardabweichung

e Die Standardabweichung beschreibt die “Unscharfe” des Zustands

e Wird das System als Eigenfunktion des Operators A prapariert, so gilt
AA = 0: Der Zustand ist “scharf”!
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Erwartungswerte, Forts.

0.3 |

(X) = (Y| X )

0.2 |

AX = /(X% — (X)?

= /(X — (X))?

0.05 |

PIX=k]

o diskrete/kontinuierliche Verteilung fiir  diskretes/kontinuierliches
Eigenwertspektrum
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Mittelwert & Standardabweichung

p=(X) = (| X|ep)

o=AX
= /(X7 = (X)?
— (X — (x))?

e o = Standardabweichung ; 02 = Varianz
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Beispiel: Harmonischer Oszillator (Grundzustand)

Y(x) = Nexp|—I'(x — :130)2} (T = /mk/2h)

1

1
(x) = x Ax = T
(p) = 0 Ap = hvVT

e Je groBBer I' ist, desto kleiner ist die “Unscharfe” in
e Je groBBer I' ist, desto groBer ist die “Unscharfe” in p

e Das Produkt AxAp = h/2 ist konstant!
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Unscharferelation

Die sog. “Unscharferelation” impliziert, dass die Standardabweichungen
bzgl. der Variablen (“Observablen”) A und B (z.B. = und p) nicht
unabhangig voneinander sind.

e z.B. Grundzustand des harmonischen Oszillators (1D):
AxAp =h/2
oder:

Ax = th/Ap

— 2

e Je scharfer der Impuls, desto unscharfer der Ort! (Grenzfall: ebene
Welle exp(Z+ikx): scharfer Impuls + vollstandige Delokalisierung)
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Unscharferelation

Begrlinder der
Quantenmechanik

300

Heisenbergsche
Unschirferelation

Deutschland

PhySIker 1901 - 1976
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Unscharferelation

e Wenn zwei Operatoren keine gemeinsamen Eigenfunktionen haben,
kommutieren sie nicht, d.h. ihre Wirkung auf die Wellenfunktion hangt
von der Reihenfolge ab:

(A, B] = AB — BA # 0
e Fur diesen Fall lasst sich zeigen:

AAAB > L(0)]

wobei AA = /(A?) — (A)2 = Standardabweichung und C = [A, B]

e Spezialfall: Ort/Impuls kénnen nicht gleichzeitig festgelegt werden:
Az Ap > ih
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Sequenzielle x /p Messungen:
Resultat hangt von der Reihenfolge ab!

zuerst Ort, dann Impuls:

a) Startfunktion |v») — Projektion auf Orts-Eigenfunktion (EF) |x,,)
Wabhrscheinlichkeit P,, = |c,|?, wobei |¢) = > c,|z.,)

b) gemessene Orts-EF |x,,) — Projektion auf Impuls-EF |p,,,)
Wabhrscheinlichkeit P,,, = |b,,|?, wobei |z,,) = > b,.|pm)

zuerst Impuls, dann Ort:

a) Startfunktion |¢)) — Projektion auf Impuls-EF |p,,,/)
Wabhrscheinlichkeit P,,; = |c/ _,|?, wobei |[¢) = " ¢! ,|pm/)

b) gemessene Impuls-EF |p,,,) — Projektion auf Orts-EF |x,,/)
Wabhrscheinlichkeit P,, = |b ,|%, wobei |p,,/) = > b/ ,|x,)

18



