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Darstellung der Wellenfunktion, Hilbertraum, Bracket-Notation
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Darstellung der Wellenfunktion

| W) = Zustand eines quantenmechanischen Systems (in “Dirac-Notation”)

|W) beschreibt einen Zustand in einem komplexen Vektorraum, dem sog.
Hilbertraum

P. A. M. Dirac (1902-1984) D. Hilbert (1862-1943)



R°, C° Vektorrdume als Spezialfille von
Hilbertraumen

Z.B. reeller R? Vektorraum:

e der Vektor a (oder @) ist zunachst darstellungsfrei
e der Vektor kann in eine Basis zerlegt werden:

ai 3
_ _E: — oI,
a — as = a;e; a; =€, a=¢;-a
as 1=1

e verschiedene Basisdarstellungen sind moglich: (e, e,, €e.), (er, €, €4)

Im Falle komplexer Vektoren (C* Vektorraum): a; = e;-ra

T" —> transponiert ; | — adjungiert = transponiert + komplex konjugiert



Skalarprodukt in Hilbertraumen

e reeller Vektorraum (z.B. R?):

(a,b) —a-b= CLTb: Zjajbj
e komplexer Vektorraum (z.B. C°):

(a,b) za-b:aTb:Zja;fbj

e Verallgemeinerung auf komplexer Funktionenraume
(z.B. L? = Raum quadratintegrabler Funktionen):

(fr9) = [°_ f*(x)g(x) do
(£ 1) = [ (@) f(z)dz = || f]]? <



bra’s und ket’s

e 1)) (ket): zundchst abstrakter “Zustandsvektor” in einem unendlich-
dimensionalen Hilbertraum

e (1| (bra): adjungierter Vektor

o (YPlx) =c Skalarprodukt (bra-ket)

e Spezialfall (y|v) = ¢ Normierung
(Forderung: die Wellenfunktion muss “quadratintegrabel” sein)

e Addition (Superposition) von Vektoren: c;|v) + ca|x) = |¢)



Analogie Vektoren — Funktionen

aq 10(331)
a — ( as ) ¢ — ¢($2)
" ¢(CUN)

a = Za W) = > (i)l
o Y(@) = (@)
; : Y
ai P(x1)
Z-B-a2(010)<a2) z.B.tp(:Bz)(010...0)(¢(§c2))
" p(zn)

(*)bra-ket Notation: v)(x;) = {(x;|1), wobei {(x;| = bra und |¢) = ket
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Ortseigenfunktionen |x;)

— width: ¢
0. (% — ) o(x — )
et i
0 E T 0 z ;
Llr;) = ;i |x;)
Ortsdarstellung: (x|x;) = §(x — x;) Dirac’sche Deltafunktion(*)

vollstandig lokalisierte Funktion!

(*) prazisere Beschreibung: “Delta-Distribution” . . . verallgemeinerter Hilbertraum erforderlich!



Skalarprodukt

V(1)
ale) = X' = (@) x(@) ... x(an) )| Y
Y(zN)
N
= Y X @)
= /dmx*(w)w(w) im Kontinuumslimes
(x|y) = O wenn Funktionen x und i orthogonal
(Ylp) =

|]|* = Z P () P (x;) = Z [ (x5)|? Normquadrat



Normierung der Wellenfunktion

Y(xy)
W — (@) @) .. waw) | ) — [ P

Y(zN)
Wl = ) (mly(@) W)= Y @l

P (x1)
Normquadrat: (Y|¢) = (?,b*(ilh) P*(x2) ... ¢*(wN)) ¢(w2)
Y(zN)

= Y wi@)e) — | " deyt(@)p(a)
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Normierung der Wellenfunktion, Forts.

Die Wellenfunktion ist quadratintegrabel:

]2 = (3blgp) = /°° d ™ () () = 1

— OO

Orts- /Impulseigenfunktionen: Orthonormierung tiber Dirac-Funktionen:

/ dx e~ **ei*'® — o2n §(k — k)

— OO

/00 dz d(x — xo)d(x — xy) = d(xo — )

— OO
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Darstellung in einer Basis — allgemein

e Set von Basisvektoren (im Allg. unendlich-dimensional),
z.B. Eigenfunktionen des Ortsoperators: {|z,)}
oder Eigenfunktionen des Hamiltonoperators: {|p,)}

e Darstellung des Zustandsvektors |1)) in der gewahlten Basis:

W) = 3 e low) en = (pulth)
(o) (e
= | cn=(00 ... 1 ... 0)|
\ e \ e

e Vektordarstellung nur exakt, wenn die Basis vollstandig ist >



Berechnung der Entwicklungskoeffizienten

e mogliche Basisfunktionen: z.B. Energieeigenfunktionen (i.
vollstandiger Satz orthogonaler bzw. orthonormierter Funktionen)

e in der Praxis: alle Funktionen in Ortsdarstellung

[9) = D ek lew)
k
Cn = <90n|¢>
Y(x1)
= Gl = (o) en@) . enaw) )| Y@
Y(zN)

Cn = /dach:(w)'(b(w) (im Kontinuumslimes)

Allg.:
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Bemerkung

o Beispiel: Energieeigenfunktionen (z.B. des harmonischen Oszillators)
bilden einen vollstandigen Satz orthogonaler Funktionen:

[ de &3 @)em(@) = Sum

in “bra-ket” -Notation: (0, |®Ym) = dnm

e Volistandigkeitsrelation

Z |n) (Pn| = i
n=1

garantiert, dass die Entwicklung einer beliebigen Wellenfunktion 1) in
der Basis der ¢,,’s die Wellenfunktion exakt reproduziert:

Z;ozl |on) (Pnltp) = Z:Lo:l Cn |pn) = 1)
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Projektoren & Vollstandigkeitsrelation

e |x;) = Basisvektor am Ort x;

o (x;|x;) = 6;j Orthonormierung ( 0 \
1
zB. (x1]z2) = (1 0 0 ... 0)| O | =0

\ 0
o |x;)(x;] Projektor (“ket-bra”) auf den Basisvektor am Ort x;
0 O 0 0 O
(1\ (O 1 0 O
z.B. |2)(zo| = 0|(010 ... 0)=|00U0SPO0
E O 0 0 O
\ 0 ) \0 0 0 0




Vollstandigkeitsrelation

e Summe uber alle Projektoren = Einheitsmatrix

S wa) () = 1

1 00 00 0000 O
(00000\ (01000\

0 00O0OI |+]00000]/|+...=
000 0O 00000
\ooooo/ \ooooo)

1 0000 Y(x1) P(x1)
(01000\(¢(w2)\ (¢(wz)\
00100 :igccgg = zgwsg

O 0 01 O 4 Iy
L0000 1)\ %)) \ o)

oo o=
e el =
OO =OO
o= QO OO
il e R en i an B )




