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Operatoren, Darstellung in einer Basis, Hermitizitat

A Ay AL L.



Operatoren

Oly) = |x)

e der Operator O agiert auf den Zustand |20) und konvertiert diesen in
den Zustand |x)

e wenn |¢)) eine Eigenfunktion des Operators O ist, so gilt: O|)) = w|)

e der Operator O heisst linear, wenn

O(Mil9h1) + Asl9p2)) = MOleh1) 4 A20|4ho)
e Produkt zweier Operatoren: (OP)|y) = O(P|v))

e Kommutator: [0, P] = OP — PO



Erwartungswerte

wenn sich das System nicht in einem Eigenzustand befindet, konnen wir
nur “Erwartungswerte” = Mittelwerte bestimmen:

6y _ WO _ [ dzOy
@lv) vy

e wenn 1) = 1, Eigenfunktion des Operators O mit Eigenwert w,, ist,
erhalten wir: (O) = w,

e wenn 1) keine Eigenfunktion des Operators O ist, ergibt eine Entwicklung
in Eigenfunktionen {|vy,,) }:

) = ch|¢n>
(0) = Zc:cnwnEZinn



Beispiel Schrodinger-Katze

ant sei der Zustandsoperator fur die Schrodinger-Katze

zwei Eigenwerte: alive, dead

entsprechende Eigenfunktionen: |alive), |dead)

so dass
ant|alive) — alive |alive)

Zat|dead) = dead |dead)

dagegen sind Uberlagerungszustéinde keine Eigenfunktionen des
Operators Z . So gilt fir [T ) = 1/4/2 (|a|ive) + |dead)):

ant|\Ilcat) Z const | W, ) “unscharfer” Zustand



Kommutatoren & Unscharferelation

e Wenn zwei Operatoren keine gemeinsamen Eigenfunktionen haben,
kommutieren sie nicht, d.h. ihre Wirkung auf die Wellenfunktion hangt
von der Reihenfolge ab:

(A, B] = AB — BA # 0
e Fur diesen Fall lasst sich zeigen:

AAAB > L(0)]

wobei AA = /(A?) — (A)2 = Standardabweichung und C = [A, B]

e Spezialfall: Ort/Impuls kénnen nicht gleichzeitig festgelegt werden:
Az Ap > ih



Unscharferelation
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Unscharferelation, Forts.

Die Unscharferelation impliziert, dass die Standardabweichungen bzgl. der
Variablen (“Observablen”) A und B (z.B. = und p) nicht unabhdngig

voneinander sind.

z.B.: 6p > (3)h/dx

-3¢ -2 -lo 11 lo 20 3c

p = Mittelwert, o0 = Standardabweichung (in unserer Notation: A)



Darstellung von Operatoren

Ol) = |x)

e wenn |¢) und |x) in derselben Basis {|¢,,)} entwickelt werden,

[P) = >, CnlPn) 1X) = 2_,, dn|¥n)

lasst sich O in derselben Basis schreiben,
(O)nm — (‘Pn|0|¢m>

e man erhilt die Matrixgleichung(*)

Oc=d

() Zur Herleitung: Benutzung der Vollstandigkeitsrelation!



Darstellung von Operatoren, Forts.

Oly) = |x) ) =D cnlen)  Ix) =) dnlen)

Oy O4q2 O43 Oygq Ogs C4 d,
\051 Os2 Os3 Osy 055) KC5) \d5)

O;; = (¢;|O|¢p;) Matrixelement des Operators O
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Adjungierte Operatoren & adjungierte Matrixform

($|0T = (x| (Wl =D (enlc,  (xl =D (enld,

O': adjungierter Operator — wirkt “nach links”!

(Oc)T =d oder c'OT =d!

(Oh 03 05 05 Of
()12 ()22 6)32 ()42 ()52

1 Cy c3 <y C>5k> Of; O3 Oz Oy Og — ( di dy dj dj d;)

0i, 0L, 0L 0L, O
\ ()15 ()25 ()35 ()45 ()55 )
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Adjungierter Operator — Matrixform

0*
[ of

% %
021 031
*
032
*
033

03 0z
0:, O
0% O
o:, O,
0;; O )
= (d} d;

d; di )
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Adjungierte Operatoren

e der zum Operator 2 adjungierte Operator QT ist so definiert, dass
folgende Relation erfullt ist:

() [p5) = (sl (eh;))
in Matrixnotation:

T _ O*

e alternative Notation:
(|2 9;) = (3|2 9;)

wobei Q2 auf den bra-Vektor wirkt (“nach links”), wahrend Q auf den
ket-Vektor wirkt (“nach rechts”).
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Hermitesche Operatoren

e Hermitesche Operatoren sind selbst-adjungiert: 2 =

@Y = ()i
Q;kz =

e in Matrixform:

(Qll 912 913 914 915\ Qll 912 913
921 922 923 924 925 QT2 Q22 923
Q= Q31 Q32 Q33 34 Q35 — 07, 25, Q33
Qp Qo gz Qg Qs o, Qr
\ Q51 Q2 Qs sy Qs Q. QF O

® Spezialfall reeller Matrixelemente: Die Matrix ist reell-symmetrisch
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Hermitesche Operatoren

Hermitesche Operatoren sind selbst-adjungiert: O =Of
(Q@)i; = (D)
Q% = Qyj

in Integralform:

*

/daz WrQup; = {/da: ¢;fwi}
in bra-ket-Schreibweise:

(Wil Qeps) = (] eps)*
oder: (;|(;)) = () |p;) = (;](Qp;))*

H 7] . 1) . 15
Hermitesche Operatoren kann man “symmetrisch” nach links und rechts anwenden



e Ortsoperator:

/ o; da ¥ (2)zp;(x)

(Yi|Z |1 )

= [ e @@ = ([ de @) @)

e Impulsoperator:

oo h O
/ dx ¢:($);£¢j($)

— OO

_ (?){— /o:o dz (%%(w))*%(a’) + ¢:(w)¢j(w)‘cio}

(¥i|D|e5)

Ao, [ 8 ) o0 RO .
-G [ e o@D i@ (| de vi@) G5 vi@)
— NB: Der Differentialoperator 0/9x ist kein hermitescher Operator!
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Hermitesche Operatoren, Forts.

e Alle zu den uiblichen Observablen gehorigen Operatoren sind hermitesch:
Ort, Impuls, Energie, . ..

e | Eigenwerte sind reell

O|¢n> — wn|¢’n>
Wn = <¢n|é|¢n> — <¢n|OAT|¢n> — w:,

Da w,, = w}, miissen { w,, } reell sein
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Hermitesche Operatoren, cont’d

Eigenfunktionen sind orthogonal

O|¢n> — wn"‘vbn)

multipliziere von links mit (1,,|:

analog fur die adjungierte Gleichung:

<¢'m|(A)Jr — <¢m|wm
<¢m|OT|¢n> — <¢m|¢n>wm (2)

subtrahiere (2) von (1):

(W — W ) (Vm|tYn) =0 erfiillt, wenn Eigenfunktionen orthogonals



Hermitesche Operatoren, cont’d

e Eigenfunktionen hermitescher Operatoren konstituieren ein

vollstandiges, normiertes Orthogonalsystem

e Vollstandigkeitsrelation:

oo

Z |90n><90n| =1

n=1

garantiert, dass die Entwicklung einer beliebigen Wellenfunktion 1) in
der Basis der ¢,,’s die Wellenfunktion exakt reproduziert:

Zqomozl |‘Pn><‘70n|¢> — Z:,ozl Cn |"Pn> — |¢>
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Hermitesche Operatoren, cont’d

e Matrixdarstellung eines hermiteschen Operators in der
funktionsbasis ist diagonal:

e vgl. allgemeine Basis:

(XnlOlxXm) #0 n#m

e Losung des Eigenwertproblems durch Diagonalisierung von O:

UoUu = Q
oU = U

Eigen-
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