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Beispiele: Quantenteilchen in einfachen Potentialen

1. 1D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden
2. 2D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden

3. Potentialkasten mit endlich hohen Wanden



“Teilchen im Kasten” (“Particle in the box”)
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e z.B. Elektron in Potentialkasten: Modell fur 7-Elektronen in konjugierten
Molekiilen, Elektronen in Quantum Dots (z.B., Silizium-QD’s im 1-5
nm-Bereich)

o Schrodingergleichung: —(h?/2m)d*y(x)/dx? — Ev(x) = 0

o diskrete Losungen wg. Randbedingungen: k,, = 2nn /), E,, = h’k% /2m
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Quantenteilchen in eindimensionalem Kasten mit
unendlich hoher Potentialbarriere

. ]32 R O r <0
H=—+4+YV V(x) = 0 0<z<a
2m

o0 Tr > a

e Die Potentialbarriere am Kastenrand ist undurchdringlich, so dass fur
die Wellenfunktion gilt: /(0) = 0, /(@) = 0 (Randbedingungen)

e Im Inneren des Kastens bewegt sich das Quantenteilchen gemal3 der
potentialfreien Schrodingergleichung:

h? d?
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Losungsansatz

allgemeiner Losungsansatz: 1)(x) = Asin kx + Bcos kx
da ¢(0) = 0, folgt B =0
da ¢(a) = 0, folgt Asinka = 0 und damit kK = n7/a

damit ergibt sich fur die

niw

Yn(x) = Asin—=zx
a

Der Wert der Konstante A folgt aus der Normierungsbedingung

foa dxy*(x)p(x) = 1, so dass A = /2/a

Die folgen durch Einsetzen der Eigenfunktionen in
die Schrédingergleichung: E,, = h’k?/(2m) = h’n*n?/(2ma?)
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Eigenwerte & Eigenfunktionen

Eigenwerte:

a

1/2
Eigenfunktionen: ,(x) = (3) sin k,x

(e ] (= a]

| n=6,88.88V |

n=5, 61.7 eV

n=4, 39.5 gV

n=3, 22.2 gV

n=2, 9.87 eV

Beispiel: Elektron in 0.39 nm Potentialkasten

n=1, 2.47 eV

¢ Quantisierung ist Resultat der Randbedingungen

Infinite well

e direkte Analogie zum klassischen Fall der schwingenden Saite!



Analogon: Schwingende Saite

= }\/2 —

e Wellengleichung (stationar): d?u(x)/dx? 4+ k*u(x) = 0
e diskrete Losungen wg. Randbedingungen: k,, = 27n/\

e Energie ist “quantisiert”



Anwendung: Polyene

z.B. (3-Carotin

“Kastenlange” als Funktion der Anzahl der Doppelbindungen?
2 Elektronen pro Energieniveau (Pauliprinzip)

Wie groB ist der HOMO-LUMO-Abstand?

Welcher Wellenlange entspricht dies?



Teilchen im Kasten: Ort und Impuls

e Ort: |, (x)|* gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich das Teilchen
in der nten Eigenfunktion am Ort x befindet (i.e., das Teilchen ist
intrinsisch delokalisiert)

e Impuls: p,, = h/\,, = hk,, (de Broglie). Wir konnten daher erwarten,
dass das Teilchen im nten Eigenzustand einen Impuls hat, der
proportional zur Wellenzahl k,, ist.

Allerdings stellen die Eigenfunktionen eine Kombination zweier
ebener Wellen dar:

Y (xz) = N sinkx = (IN/2i)(e*** — e=k®)

die ihrerseits keine EF des Impulsoperators ist:
h d . .

pY(z) = (—,)d—gb(a:) = (N/21)(hke™**+hke™"**) = (N/i) hk coskx
1 dx
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Eigenwerte (Forts.)

— zum Vergleich: ¢ (xz) = N sinkx = (IN/2i)(e*** — e~**?) ist keine EF
des Impulsoperators:

pY(x) = (?)%w(w) = (N/2i)(hke***+hke™"**) = (N /i) hk coskx

— dagegen ist () = N sinkx EF des Operators der kinetischen Energie:

. . N . . h2k?2
’l,b(iB) — : (ezk:c . e—zkzm) — _h2k2(ezkzm . e—zkm) —

Nsinkax
2m 4me dax? 4m 2m
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Impulserwartungswert: Teilchen im Kasten

Beispiel: Wie bereits gezeigt, ist 1) () = N sinkz = N/2i(e'*® — e~ F®)
keine EF des Impulsoperators. Was ist der Impuls-Erwartungswert?

e Wir benutzen, dass 1 (x) bereits als Uberlagerung der Impuls-
Eigenfunktionen w,:ct(:z;) = eTiT yorliegt:

P(x) = N/2i(¢y — 9y,)
e die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich daher als P, = P_ = N?/4

e die Impulseigenwerte, die zu den Funktionen zp,f(a:) gehoren, sind +hk

e daher lautet der Erwartungswert:

N N2
WIPIY) N hk) =0 —— im Mittel verschwindet der Impuls!
(Ply) 4 )




Reelle vs. komplexe Wellenfunktionen

e Reelle Wellenfunktionen: Impulserwartungswert (p) = 0

e Komplexe Wellenfunktionen: Impulserwartungswert (p) # 0

In beiden Fallen kann es sich um stationare Zustande (d.h. Eigenfunktionen
des Hamiltonoperators) handeln

12



Beispiel stehende Wellen (reelle Wellenfunktionen)

o Schrédingergleichung: —(h*/2m)d?*y(x)/dx? — Ev(z) =0

e diskrete Losungen wg. Randbedingungen:
kn, = 2nn/\, E, = h’k2 /2m
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Ebene Wellen (komplexe Wellenfunktionen)

e zeitabhingige Schrodingergleichung: iho(x,t) = —h?/(2m)vy’ (z, t)

e Losung der partiellen Differentialgleichung: ebene Welle

¢($, t) - A ei(kw—wt)
= A (cos(kx — wt) +  sin(kx — wt)) w = hk*/2m
k = 2w /A Wellenzahl, w = 27 /T = 27v Kreisfrequenz, 14

A = Wellenlange, T' = Periode



Stationare & nicht-stationare Zustande

. A % F 9 F F F A
0 L 21 0 UL il 0 L\-/EL 0 L L

Nicht-stationare Zustande lassen sich immer als Uberlagerung von
stationdren Zustanden (Eigenzustanden) ausdriicken:

) = > crlew) ck = (Pr|¥)
k=1

v@ = Yaw@ o= [deei@w@
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1. 1D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden
2. 2D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden

3. Potentialkasten mit endlich hohen Wanden
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Teilchen iIm zweidimensionalen Kasten

Particle moving in a rectangular
box with perfectly reflecting
houndaries.

e Wie lautet die Wellenfunktion v (x,y)?
e Wie lauten die Eigenwerte?
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Teilchen im 2D Kasten — Beispiel Graphen

Graphen = Modifikation des Kohlenstoffs mit zweidimensionaler Struktur, in der jedes
Kohlenstoffatom im Winkel von 120° von drei weiteren umgeben ist, sodass sich ein
bienenwabenformiges Muster ausbildet.
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Teilchen im zweidimensionalen Kasten —
Wellenfunktionen

o ( ) 2 2 < T ) . ( T )
nq .m0 (T = —4/—sin ( ny—x ) sin [ no—
vzt Y L\, \"L, *L,Y
— "pnl(m)?’bnz(y)
, T2h? , T2h?

E = n,——— Nn.,———
mn2 12'rn,L% * 22'rn,L§

e zwei Quantenzahlen

e separable Wellenfunktion

19



Separationsansatz

Annahme: H = H, + H, (separabler Hamiltonoperator)
Losung durch Separationsansatz: ¥ (x, y) = ¥ (x)y2(y)

Einsetzen in die Schrodingergleichung ergibt:

(ﬂ1+1312)¢1(w)¢2(y) = Evi(z)2(y)

oder

H H
11 n 212 _ B
(V8] (D)

d.h. jeder Quotient muss einzeln konstant sein:

Hiyy  Ho,
(V) + Yo

so dass ﬁl’lpl C El’l,bl und I:I2¢2 = Ez?ﬂz — F = E1 -+ Eg

= E1 + E




Gehoren zu einem
Eigenwert mebhrere,
etwa k, verschiedene
Eigenfunktionen, so
spricht man von k-
facher Entartung

Entartung

A

Ha,, = E ¢
— 33)
(1.4 — — @4.1)
23 — — 32
(1.3) — — (3.1
(2.2)
(1.2) (2.1)

e (1.1)
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1. 1D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden
2. 2D-Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden

3. Potentialkasten mit endlich hohen Wanden
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Potentialkasten mit endlich hohen Wanden

[r0n] [+ =]
! n=6,88.8eV |
(=] [=a]
J i Uy= 648V
U n=>5, 61.7 eV __ n= E, 63.3 eV T
0
/\/\ b, n=5, 46.7 eV
— n=4, 39.5 gV
n=4, 30.5 eV
n=3, 22.2 gV
/—\ n=2, 9.87 eV n=2,7.76 eV
/\ n=1, 2.47 eV n=1,1.95 eV
——— I- —_—
Infinite well Finite well
fe— 0.39 nm—»|

e Die Wellenfunktion befindet sich nun auch im klassisch verbotenen
Bereich (Tunneleffekt)

e Losungen in diesem Bereich: —(h?/2m)d*y(x)/dx? = (E — Up)v(x)

e allg. Losung: ¢ () = Ce®® + De~ 2% ; a = (2m(U, — E)/h*)1/?
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