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Lösungen für einige einfache Systeme

System zeitunabhängige
SG (Ĥ Ew.-Gl.)

Randbedingung(en) Eigenwerte Eigenfunktionen

freies Teilchen
im Kasten

p̂2

2mΨ = EΨ 0 ≤ x ≤ a En = n2 π2h̄2

2ma2 Ψn(x) =
√

2
a sin

(
nπax

)

freies Teilchen
auf Kreis

l̂2z
2IΨ = EΨ Ψ(φ) = Ψ(φ+ 2π) Em = m2h̄2

2I Ψm(φ) =
√

1
2πe

imφ

freies Teilchen
auf Kugel

l̂2

2IΨ = EΨ Ψ(θ, φ) = Ψ(θ, φ+ 2π)
Ψ(θ, φ) = Ψ(θ + 2π, φ)

El = h̄2

2I l(l + 1) Ylm(θ, φ) = Θlm(θ)Φm(φ)
Θ = assoziiertes Legendre Polyn.

harmonischer
Oszillator

(
p̂2

2m + 1
2kx̂

2
)

Ψ

= EΨ

En = h̄ω
(
n+ 1

2

)
ϕn(x) = NnHn(y) exp

(
−y

2

2

)
y =

√
mω
h̄
x

H = Hermite Polynom

p̂ = h̄
i
∂
∂x l̂z = h̄

i
∂
∂φ l̂2 = 1

sin θ
∂
∂θ sin θ ∂∂θ + 1

sin2 θ

∂2

∂θ2
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Harmonischer Oszillator – Klassische Mechanik

• potentielle Energie (V ) vs. kinetische Energie (K) werden ausgetauscht,
während die Gesamtenergie (E) konstant bleibt

• Energie nimmt kontinuierliche Werte an
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Harmonischer Oszillator – Quantenmechanik

• Ĥ = −
h̄2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
kx2 k = mω2

• Eigenfunktionen & Eigenwerte:

ϕn(x) = NnHn(y)exp(−y2/2) ; y = (mω/h̄)1/2x ; Nn = (1/2nn!π1/2)1/2

En = h̄ω(n+
1

2
)
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Harmonischer Oszillator / Forts.

Ĥ = −
h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
kx

2
k = mω

2

Definiere:

ξ =

√
mω

h̄
x ; ε =

2E

h̄ω

so dass:

d2ψ(ξ)

dξ2
+ (ε− ξ2

)ψ(ξ) = 0

Mit dem Ansatz:

ψ(ξ) = e
−ξ2/2

ϕ(ξ)

erhält man die Hermitesche DGL: ϕ′′(ξ)− 2ξϕ′(ξ) + (ε− 1)ϕ(ξ) = 0
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Hermitesche Differentialgleichung

ϕ′′(ξ)− 2ξϕ′(ξ) + (ε− 1)ϕ(ξ) = 0

Lösungen existieren nur, wenn ε ganzzahlige, ungerade Werte annimmt:

ε = 2n+ 1 n = 0, 1, 2, . . .

Wg. ε = 2E/(h̄ω) erhalten wir folgende quantisierte Energien:

En = h̄ω(n+
1

2
)
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Hermite-Polynome

• Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators:

ψn(x) = NnHn(y)exp(−y2
/2) ; y = (mω/h̄)

1/2
x ; Nn = (1/2

n
n!π

1/2
)

1/2
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Eigenfunktionen/Eigenwerte

• Eigenwerte sind äquidistant: En = h̄ω(n+ 1
2
)

• Nullpunktsenergie (zero point energy): E0 = 1
2
h̄ω
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Schwingendes Molekül: Morse-Oszillator

• anharmonisches Potential: V (x) = De(1− e−αx)2

• Infrarot-Spektroskopie: erlaubte Übergänge ν −→ ν ± 1
• harmonischer Oszillator: alle Übergänge weisen dieselbe Energie auf
• Morse-Oszillator: Übergangsenergie nimmt als Funktion von ν ab
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Photochemie: Absorption & Fluoreszenz

elektronisch angeregter Zustand

elektronischer Grundzustand
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Franck-Condon Absorptionsspektrum

• Übergänge zwischen “vibronischen” Zuständen
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Zeitaufgelöste Laserexperimente: nicht-stationäre
Zustände (Wellenpakete)

• vertikaler Übergang: Kerngeometrie unverändert
• Wellenpaket = Überlagerungszustand ψ(x, t = 0) =

∑
n cnϕn(x).
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Gausssches Wellenpaket in harmonischem Potential

• Ĥ = −
h̄2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
kx2 k = mω2

• nicht-stationärer Zustand:

Ψ(x, t) =
∑
n

anϕn(x) exp
(
−
i

h̄
h̄ω(n+ 1/2)t

)
• Wellenpaket zum Zeitpunkt t = mT
wobei T = 2π/ω die klassische Periode ist:

Ψ(x, t = mT ) =
∑
n

anϕn(x) exp
(
−
i

h̄
h̄ω(n+ 1/2)mT

)
= exp(−i2πm(n+ 1/2))Ψ(x, 0) = (−1)mΨ(x, 0)

• das Wellenpaket oszilliert mit der klassischen Periode T !
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