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Tunneleffekt

• nicht-klassischer (“below barrier”) Beitrag zu Reaktionsraten, z.B.
Protonentransfer

• kann bei niedrigen Temperaturen dominant werden
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Tunneleffekt, cont’d

Zone A: H = −
h̄2

2m

d2

dx2
x < 0

Zone B: H = −
h̄2

2m

d2

dx2
+ V0 0 ≤ x ≤ a

Zone C: H = −
h̄2

2m

d2

dx2
x > a
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Tunneleffekt, cont’d

Wellenfunktion:

Zone A: ψ(x) = Aeikx +Be−ikx k =
(2mE

h̄2

)1/2

Zone B: ψ(x) = A′eik
′x +B′e−ik

′x k′ =
(2m(E − V0)

h̄2

)1/2

Zone C: ψ(x) = A′′eikx +B′′e−ikx k =
(2mE

h̄2

)1/2

Zone B: Betrachte den Fall E < V0, so dass k′ = iκ (wobei κ reell ist):

Zone B: ψ(x) = A′e−κx +B′eκx κ =
(2m|E − V0|

h̄2

)1/2

Die Wellenfunktion oszilliert nicht, sondern verhält sich exponentiell 4



Tunneleffekt, cont’d

Kontinuität der Wellenfunktion:

(1) Werte von ψ für x = 0, a:

A+B = A′ +B′ ; A′e−κa +B′eκa = A′′eika +B′′e−ika

(2) erste Ableitungen (Stetigkeit):

ikA− ikB = −κA′ + κB′ ; κA′e−κa − κB′eκa = ikA′′eika − ikB′′e−ika

Bestimmung der Koeffizienten

Transmissionswahrscheinlichkeit: T = |A′′|2/|A|2

T =
1

1 +G
G =

V 2
0 sinh2κa

4E(V0 − E)
κ =

(2m(V0 − E)

h̄2

)1/2
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Wie weit dringt die Wellenfunktion in den klassisch
verbotenen Bereich ein?

• definiere die Eindringtiefe κ−1, wobei wie oben gilt

κ =
(2m(V0 − E)

h̄2

)1/2

• z.B. Elektron, das durch eine Potentialdifferenz von 1 V beschleunigt
wurde und eine kinetische Energie von 1 eV besitzt ; Potentialbarriere
von 2 eV die Eindringtiefe κ−1 beträgt 2 Å.
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Transmissionswahrscheinlichkeit

T =
1

1 +G
G =

V 2
0 sinh2κa

4E(V0 − E)
κ =

(2m(V0 − E)

h̄2

)1/2

https://en.wikipedia.org/wiki/Rectangular-potential-barrier here:
√

2mV0a/h̄ = 7 7



Transmissionswahrscheinlichkeit

T =
1

1 +G
G =

V 2
0 sinh2κa

4E(V0 − E)
κ =

(2m(V0 − E)

h̄2

)1/2
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Transmissionswahrscheinlichkeit

T =
1

1 +G
G =

V 2
0 sinh2κa

4E(V0 − E)
κ =

(2m(V0 − E)

h̄2

)1/2

Grenzfall einer hohen und breiten Barriere: κa� 1

In diesem Fall gilt, da sinh(κa) ' 1/2 eκa:

T = 16
(E
V0

)(
1−

E

V0

)
e−2κa

• Die Transmissionswahrscheinlichkeit nimmt exponentiell mit der
Barrierenbreite und der Masse ab!
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Scanning Tunneling Microscope (STM)

STM-Bild einer Gold-Oberfläche
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USB Stick

http://de.wikipedia.org/wiki/Flash-Speicher

• Information speichern: Ladung wird bei hoher positiver Spannung auf
das Floating-Gate aufgebracht

• Information löschen: Ladung wird bei hoher negativer Spannung aus
dem Floating-Gate ausgetrieben

• Elektronen müssen isolierende Oxidschicht passieren: Tunneleffekt!
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