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Ebene Wellen
1. Die komplexe Funktion lautet:
f(x,t) = A=) (1)

a) Die Dispersionsrelation w = vk == Phasengeschwindigkeit vpy = ¢

. _ 2 _ 2m __ 27 Vph
Wellenlénge A = ¢ = ==
ph

_Yh _ Yph _ w _ Ypnk
Frequenz v = -%* = Troon — 27 = om

w
Kreisfrequenz w = 27y

or

Periodendauer T' = % ==

b)

|f (2, 1)) = |A[2el@—ka) gilka—wt)
= |A‘2€i(wt—kzz+k$—wt) (2)

— ’A‘Qei-o — |A’2€0 — ‘A|2

Die Intensitét héngt nicht von 2 und/oder ¢ ab.

¢) k=1x10"m™! und w =5 x 1013571

f(x,t =0) = Ae ** = Alcos(kx) — isin(kx)] (3)
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Die Wellenlénge A = 2% = —285—— =6.28 x 107'm = 6.28 A

]SQingeriodendauer T =20 = 20— = 1.256 x 107 ¥s = 125.6 x 10 %5 ~
S
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o
T

Wiederholung der mathematischen Grundlagen

_1-i
2. 2= 15

a) Multiplikation von Zéhler und Nenner mit (1 — 1)

(-0 (-1 (-0 1P-2i4i*  1-2+(-1) -2 .
SR U B G B E e gy () 2 =5 -1 6

Re(z) = 0 und Im(z) = -1

b) Fiir der Betrag von z miissen wir die komplex Konjugierte von z berechnen. Die
komplex Konjugierte von z ist den 2z = +i.

=Vt =E)H) =V-i2=y/—(-1) =VI=1 (6)

c¢) Polardarstellung z = re'¥. Verwenden der Euler-Formel

€' = cosp +isingp (7)

2z =re? =r(cosp +ising) (8)
= —i=rcosp+rising (9)
=V(=1)2=Vi=1 (10)

o= arg(s) = ()

2
da Re(z) = 0 und Im(z) < 0.



3.

a) f(z) = asin (bx2 +¢)
d [asin(ba? + ¢)]

f(z) = q = acos (bx2 + ¢) - 2bz = 2abx cos (bac2 +¢) (12)
x
d [2abz cos(bz? + ¢)]
"(z) = 13
() = (13)
Verwenden der Produktregel
d [cos(ba? + ¢)] d [2abz]
f"(z) = 2abx o + cos (ba® + ¢) T

= 2abz (—sin (ba® + ¢)) - 2bx + cos (bz® + ¢) - 2ab (14)

= —4ab*z? sin (bav2 + ¢) + 2abcos (bac2 +¢)

= 2ab [COS(b:L‘2 + ¢) — 2ba? sin(bx? + o))
b) f(x) =1In(az + b)
d [In (az + b)] 1 a
!/
= = . e 1
Jz) dx ar +0b “ ar +b (15)
4[]
" azx+b
— 1
() =~ (16)
Verwenden der Quotientenregel
(2) (a:r—l—b)%—aw
xr) =
(azx 4 D)
ar+b)-0—-a-a
_(ez¥b) 0 (17)
(ax + b)
(az 4 b)?
C) f(x) _ ecos(ax—l-b)
d[ecos(aerb)]
1) —

= ecos(@+b) (i (az + b)) - a (18)

= —asin (ax + b) es(@@+0)

d[sin (az + b) eco3(ax+0)]

"z) = (- 19
/() = (~a) = (19)
Verwenden der Produktregel

cos(az+Db) .
"(x) = (—a) [Sin (az + b) u T ecos(ax+b)w

dx dx

= (—a) [sin (az 4 b) (€9 . (—gin (az + b) - a)) + @) . (cos (az + b) -

= a? {sin2 (az + b) €@ ) _ cos (az + b) ecos(a“b)}

= g2ecos(arth) [sin® (az + b) — cos (az + b)]
(20)



4 a) / 2sin(az) dz

partielle Integration verwenden, wobei [ f(z)¢'(z)dz = f(z)g(z)| — [ f'(x)g(x)dx

/\%s&(@ de = x/sin(ax) da —/dd[;f] : /sin(am) da

@) g (x)
- g (— cos(ax)) — /1 : (—Cocsl(aa?)> dz (21)

sin(;z:v) LC
a

x
= cos(ax) +

! [snte)

a a

—z cos(aa;)} +C

b) /xe_‘”’j dx

Wir verwenden die Integration durch Substitution. Sei e~
du. Ersetzen von x

2 2
T — q4. Dann —2axe™ % dx =

S I Ry [ W)
/xe dz = 2a/du 2a+C (22)

Ersetzen von u in G1.(23)

2

2 e_az
—ax d - _ 2
/a:e x 5 +C (23)

c) /m36_“x2 dz

Wir verwenden die Integration durch Substitution. Sei

Dann ,
—2azxe” " dxr =du (25)

und den natiirlich Logarithmus auf beiden Seiten von GI.(25)

In (e‘ax2> =lnu = (97%) —lny = —az?=1Inu (26)
Aus den Gleichungen (25) und (26)
/:p36_‘m2 dz = /x2 e ™ dy
1
1



Jetzt ersetzen von u in G1.(28)

/.’E36_am2 dz = f% e e’ _ e_axQ] +C
a? |
— _% -efaxQ _eln(—a:c2) o efa:vz} +C
1 -
=352 e . (—az?) — 67”2} +C
2

e—CL$

= 52 (a,x2 + 1) +C

Mit der Methode der Trennung von Variabeln ordnen wir GI.(30)
afx) __f(@) 0

dx T

Neuanordnen und Integrieren von GI.(10)

/f(lx)df(x):—/idx (31)

ln[f(q:)] +Ci=—Inx+ Cy (32)
Sei Cy — C1 = C. Dann
In[f(z)]=—lnz+C (33)
Natiirlicher Anti-Logarithmus auf beiden Seiten von Gl.(34)
eln[f(;r)} — e—lnx+C — e—lnx . (:’C (34)
fa)=1-eC (35)
T)=_"¢
Sei €“ = u, wobei u eine andere Variable ist.
U
fa)=" (36)
d
dx x

Verwenden der Methode der Variation der Konstanten, da dies eine inhomogene
Gleichung ist. Die homogene Gleichung ist bereits in Aufgabe 5(a) gelost. Um nun
fir f(z) in die inhomogene Differentialgleichung aufzulosen, haben wir bereits in
Aufgabe 5(a) eine Annahme gemacht, dass f(x) = %, wobei u eine andere Variable

ist. Dann %&T) = “272_“ = “;/ — 5. Wiedereinsetzung in G1.(37)
uooou o w 3



x® 92
=17 1 41
u= + 5 (41)
uw ¥ 9 C
- - g 42
Sy == 2O (42)
4 -1
i=| 3 . b= 1 (43)
—7 ~1

al :4,a2:3,a3:—7,b1:—1,b2:1,b3:—1.

Um einen Vektor zu normieren, berechnen wir zuerst den Betrag des Vektors.

= /A2 4324 (=72 =16 +9+49 =74

Bl = Vo b b= i 40 "
=VEDZTH 24 (C12 = VI 1+1=V3

Um nun den Vektor zu normieren, teilen wir jede Komponente des Vektors durch seinen
Betrag.

_4 -1

. v{! - P v

. _a _ | U R
anorm - ‘dl - ,/774 ) bnorm - |g| - @
V74 V3

Das Skalarprodukt

@-b=ay-bi+ay-by+ag-by=4-(—1)+3-14(=7)-(=1)=—4+3+7=6 (46)

M:<(1) g) (47)

det (M) =0-0—1-1=—1 (48)

a)

b) Um die Eigenwerte und Eigenvektoren zu finden, muss das charakteristische poly-
nom det (M — A\I) = 0 gelost werden.

M—)\I:<(1) é)-x(é ?) (49)

det (M — M) = 0 (50)

‘0—)\ 1

1 0—)\':0 (51)



0=XA)-(0—-XN)—-1-1=0 (52)
M —-1=0 (53)
M=1 = A=+1 (54)
Deshalb Eigenwerte A\; = +1, A\s = —1. Eigenvektoren: Fiir Ay = 1:

(M — )\112) . (Ul) =0 (55)

()0 =(0) o

1
Somit haben wir v1; = vo; und den ersten Eigenvektor vy = % ( 1 ) nach der

Normalisierung. Fiir g = —1:

(M — )\212) . (Ug) =0 (57)

(va)(m)=(0) 53)

1
Somit haben wir —v1; = vo1 und den zweiten Eigenvektor vy = % < 1 ) nach

der Normalisierung.

c) Die diagonalisierte Matrix D von M ist eine diagonale Matrix mit den Eigenwerten
als diagonale Elemente.

) B 1 0 _p-1_ 1 1 1
..D-(O _1>undP—P —\/5<1 _1>

nach Normalisierung von Eigenvektoren und auch P ist hier eine orthogonale Matrix.

Uberpriifung der Giiltigkeit von P~'MP = D:
1 1 1 01 1 1 1

-1 _ = R

e - (1 ) (8 e) s )
1-0+1-1 1-141-0 1 1
1-0+(-1)-1 1-1+(=1)-0 1 -1
1 1 1 1
-1 1)(1 —1> (59)

1-14+1-1 1-14+1-(=1)
—1)-1+1-1 (—1)-1+(—1)-(—1)>

2)=(a 5=
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d) eM =P-1PP



AB =

BA

1 1 1 el 0 1 1 1
M _ -1 D = -
M= O (0 L) (5 )0 L)

2
_1/1 el 14+0-1  e'-140-(-1)
2\ 1 -1 0-1+et-(1) 0-1+et-(-1)
111 el el
S 2\1 -1 et —et
1 1 1 1 (61)
1 l-et+1-e l-et+1-(—e )
T2\ l-et (1) et Tl H (1) (—eh)
1 eltet el —e!
T2 \et—et elpett
_( cosh(1) sinh(1)
~ \_sinh(1) cosh(1)
1 0 1 -1 1
A=| 1 P . B=| -1 0 (62)
0 -1 1 1
1 10 1 -1 1
1 2 2 -1 0 O
0 21 1 0 1

1-141-(-1)+0-1 1-(-1)+1-040-0  1-1+1-040-1
1-(-1)4+2:0+2-0 1-14+2-0+2-1
0-142-(=1)+(=1)-1 0-(=1)+2-04(=1)-0 0-1+2-0+(—1)-1

0 -1 1
1 -1 3
-3 0 1
(63)
1 -1 1 11 0
-1 0 0 12 2
1 0 1 02 -1
1-14(=1)-141-0 1-14(=1)-241-2 1-04(=1)-2+1-(=1)
(=1)-140-140-0 (=1)-140-240-2 (=1)-040-2+0-(=1)
1-140-141-0 1-140-2+41-2 1-040-241-(=1)
0 1 -3
~1 -1 0
1 3 -1
(64)
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