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1. a) ψ(x) = Ne−ikx, x̂ = x.

x̂ψ(x) = x ·Ne−ikx = Nxe−ikx︸ ︷︷ ︸
6=ψ(x)

(1)

Der Ortsoperator gibt nicht die gleiche Funktion zurück. Das gegebene ψ(x) ist also
nicht die Eigenfunktion des Ortoperators.

b) φ(x) = N sin(kx), p̂ = −i~ d
dx .

p̂ · φ(x) = −i~
d

dx
N sin(kx) = −i~kN cos(kx)︸ ︷︷ ︸

6=φ(x)

(2)

Der Impulsoperator gibt nicht die gleiche Funktion zurück. Das gegebene φ(x) ist
also nicht die Eigenfunktion des Impulsoperator.

c) φ(x) = N sin(kx), T̂ = p̂2

2m .

T̂ φ(x) =
p̂2

2m
[N sin(kx)] =

i2~2

2m

d2

dx2
[N sin(kx)]

= − ~2

2m

d

dx

[
d [N sin(kx)]

dx

]
= − ~2

2m

d [Nk cos(kx)]

dx

=
~2

2m
k2N sin(kx)︸ ︷︷ ︸

=φ(x)

(3)

Der kinetische Energieoperator gibt die gleiche Funktion zurück. Daher ist das ge-
gebene φ(x) die Eigenfunktion des Operators der kinetischen Energie.

Der Eigenwert = ~2k2
2m , wobei k,m ∈ R.

2.

|ψ〉 =

N∑
j=1

cj |ϕj〉 , |χ〉 =

N∑
j=1

bj |ϕj〉

a) Die (komplexwertigen) Entwicklungskoeffizienten können durch Links-Mutiplikation
mit dem Konjugat der Basisfunktion dersleben Wellenfunktion bestimmt werden.

|ψ〉 =

N∑
j=1

cj |ϕj〉 (4)

〈ϕi|ψ〉 =

N∑
j=1

〈ϕi|cj |ϕj〉 (5)
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〈ϕi|ψ〉 =
N∑
j=1

cj 〈ϕi|ϕj〉 (6)

〈ϕi|ϕj〉 = δij =

{
1, if i = j

0, if i 6= j
(7)

〈ϕi|ψ〉 =
N∑
j=1

cjδij = ci (8)

|χ〉 =
N∑
j=1

bj |ϕj〉 (9)

〈ϕi|χ〉 =

N∑
j=1

〈ϕi|bj |ϕj〉 (10)

〈ϕi|χ〉 =
N∑
j=1

bj 〈ϕi|ϕj〉 (11)

〈ϕi|ϕj〉 = δij =

{
1, if i = j

0, if i 6= j
(12)

〈ϕi|χ〉 =
N∑
j=1

bjδij = bk (13)

b)

〈χ|ψ〉 =
N∑
i=1

〈biϕi|
N∑
j=1

cjϕj〉 (14)

〈χ|ψ〉 =
N∑
i=1

b∗i

N∑
j=1

cj 〈ϕi|ϕj〉︸ ︷︷ ︸
=δij

=
N∑
j=1

b∗jcj (15)

〈ψ|χ〉 =
N∑
i=1

〈ciϕi|
N∑
j=1

bjϕj〉 (16)

〈ψ|χ〉 =
N∑
i=1

c∗i

N∑
j=1

bj 〈ϕi|ϕj〉︸ ︷︷ ︸
=δij

=
N∑
j=1

c∗jbj (17)

Die Beziehung zwischen den Skalarprodukten besteht darin, dass sie konjugiert sind.

〈χ|ψ〉 = 〈ψ|χ〉∗
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c)

〈ψ|ψ〉 =

N∑
i=1

〈ciϕi|
N∑
j=1

cjϕj〉 (18)

〈ψ|ψ〉 =
N∑
i=1

c∗i

N∑
j=1

cj 〈ϕi|ϕj〉︸ ︷︷ ︸
=δij

(19)

〈ψ|ψ〉 =
N∑
j=1

c∗jcj =
N∑
j=1

|cj |2 = 1 (20)

Ähnlich

〈χ|χ〉 =
N∑
j=1

b∗jbj =
N∑
j=1

|bj |2 = 1 (21)

d)

N∑
j=1

|ϕj〉〈ϕj |ψ〉 =

N∑
j=1

|ϕj〉〈ϕj |
N∑
k=1

ck|ϕk〉

=
N∑
j=1

N∑
k=1

ck |ϕj〉〈ϕj |ϕk〉︸ ︷︷ ︸
=δjk

=
N∑
j=1

cj |ϕj〉 = |ψ〉

(22)

Die Relation
N∑
j=1
|ϕj〉〈ϕj | = 1 wird als Vollständigkeitsrelation bezeichnet, weil sie

garantiert, dass die Entwicklung einer beliebigen Wellenfunktion ψ in der Basis der
ϕj ’s die Wellenfunktion exakt reproduziert.

e)
Ô |ψ〉 = |χ〉 (23)

Der Operator Ô agiert auf den Zustand |ψ〉 und kontroviert diesen in den Zustand
|χ〉.

Ô

N∑
j=1

cj |ϕj〉 =

N∑
k=1

bk |ϕk〉 (24)

Links multiplizieren mit 〈ϕi|

〈ϕi|Ô
N∑
j=1

cj |ϕj〉 = 〈ϕi|
N∑
k=1

bk|ϕk〉 (25)

N∑
j=1

cj 〈ϕi|Ô|ϕj〉︸ ︷︷ ︸
=Oij

=

N∑
k=1

bk 〈ϕi|ϕk〉︸ ︷︷ ︸
=δik

(26)
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N∑
j=1

cjOij = bi (27)

Diese Gleichung kann als Matrix dargestellt werden
O11 O12 . . . O1N

O21 O22 . . . O2N
...

...
. . .

...
O31 O32 . . . ONN




c1
c2
...
cN

 =


b1
b2
...
bN

 (28)

Somit sich die Matrix/Vektor-Gleichung Oc = b resultiert.

3. {ej} =

 e1(x)
e2(x)
e3(x)

 =

 1
x
x2

; Ô = 1 + (1 + x) d
dx = 1 + d

dx + x d
dx

a)

Ôe1(x) =

(
1 +

d

dx
+ x

d

dx

)
[1] = 1 = e1 (29)

Ôe2(x) =

(
1 +

d

dx
+ x

d

dx

)
[x] = 1 + 2x = e1 + 2e2 (30)

Ôe3(x) =

(
1 +

d

dx
+ x

d

dx

)[
x2
]

= 2x+ 3x2 = 2e2 + 3e3 (31)

∴ O =

 1 1 0
0 2 2
0 0 3

 (32)

b) Die Eigenwerte von Ô sind die Diagonalelemente 1, 2 und 3. Um die Eigenfunktionen
zu bestimmen, bestimmen wir zunächst die Eigenvektoren, indem wir das folgende
charakteristische Polynom lösen.

(O− λI)V = 0

Für λ1 = 1,  0 1 0
0 1 2
0 0 2

 v1
v2
v3

 =

 0
0
0


Angenommen, v1 = 0, damit der Vektor normalisierbar ist. v2 = 0, 2v3 = 0 =⇒
v3 = 0

∴ V1 =

 1
0
0

 (33)

Die Eigenfunktion von Ô ist v1(x) = 1 · e1(x) = 1.
Für λ2 = 2,  −1 1 0

0 0 2
0 0 1

 v1
v2
v3

 =

 0
0
0

 (34)
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−v1 + v2 = 0 =⇒ v1 = v2, v3 = 0

∴ V2 =

 1
1
0

 (35)

Die Eigenfunktion von Ô ist v2(x) = 1 · e1(x) + 1 · e2(x) = 1 + x
Für λ3 = 3,  −2 1 0

0 −1 2
0 0 0

 v1
v2
v3

 =

 0
0
0

 (36)

−2v1 + v2 = 0 =⇒ v2 = 2v1 und −v2 + 2v3 = 0 =⇒ v2 = 2v3. Das gibt wiederum
v1 = v3.

V3 =

 1
2
1

 (37)

Die Eigenfunktion von Ô ist v3(x) = 1 · e1(x) + 2 · e2(x) + 1 · e3(x) = 1 + 2x+ x2.

4.
|ψcat〉 = calive |ϕalive〉+ cdead |ϕdead〉 (38)

a)

〈ϕalive|ψcat〉 = 〈ϕalive| (calive |ϕalive〉+ cdead |ϕdead〉)
= 〈ϕalive|calive|ϕalive〉+ 〈ϕalive|cdead|ϕdead〉
= calive 〈ϕalive|ϕalive〉︸ ︷︷ ︸

=1

+cdead 〈ϕalive|ϕdead〉︸ ︷︷ ︸
=0

= calive

(39)

〈ϕdead|ψcat〉 = 〈ϕdead| (calive |ϕalive〉+ cdead |ϕdead〉)
= 〈ϕdead|calive|ϕalive〉+ 〈ϕdead|cdead|ϕdead〉
= calive 〈ϕdead|ϕalive〉︸ ︷︷ ︸

=0

+cdead 〈ϕdead|ϕdead〉︸ ︷︷ ︸
=1

= cdead

(40)

Diese Skalarprodukte bedeuten die Projektion des Basisvektors auf den vollständigen
Vektor. Die Projektion ergibt den Koeffizienten in Richtung Basisvektor.

b)
| 〈ϕalive|ψcat〉 |2 = c∗alivecalive = |calive|2 (41)

| 〈ϕdead|ψcat〉 |2 = c∗deadcdead = |cdead|2 (42)

Diese Größen geben die Wahrscheinlichkeit an, das System in seinen jeweiligen
Zuständen zu finden. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten, d.h. |calive|2 + |cdead|2 =
1.
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c)
|calive|2 + |cdead|2 = 1 (43)

|cdead|2 = 1− c∗alive · calive = 1− (−0.5i) · 0.5i = 1− 0.25 = 0.75 =
3

4
(44)

Ein zulässiger Wert für cdead könnte sein cdead =
√

3
4 =

√
3
2 . Es gibt jedoch un-

endlich viele Möglichkeiten wie
√
3
2 i, −

√
3
2 , und −

√
3
2 i zusammen mit unendlichen

Kombinationen von reellen und imaginären Teilen komplexer Zahlen.
Die Katze lebt oder ist tot mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.25 bzw. 0.75.

6. a)
[x̂, ŷ]ψ(x, y) = (xy − yx)ψ(x, y) = 0

=⇒ [x̂, ŷ] = 0

b)

[x̂, p̂x]ψ(x, y) =

[
x

(
−i~

d

dx

)
−
(
−i~

d

dx

)
x

]
ψ(x, y)

= −i~
[
x

d

dx
ψ(x, y)− d

dx
(x · ψ(x, y))

]
= −i~

[
x

d

dx
ψ(x, y)− x d

dx
ψ(x, y)− ψ(x, y)

d

dx
x

]
= i~ψ(x, y)

=⇒ [x̂, p̂x] = i~

Wir können Impuls und Ort in der gleichen Richtung nicht gleichzeitig mit beliebiger
Genauigkeit erkennen.

c)

[x̂, p̂y]ψ(x, y) =

[
x

(
−i~

d

dy

)
−
(
−i~

d

dy

)
x

]
ψ(x, y)

= i~x
[

d

dy
− d

dy

]
ψ(x, y) = 0

=⇒ [x̂, p̂y] = 0

d)

[p̂x, p̂y]ψ(x, y) =

{(
−i~

d

dx

)(
−i~

d

dy

)
−
(
−i~

d

dy

)(
−i~

d

dx

)}
ψ(x, y)

= i2~2
d2

dxdy
− i2~2

d2

dydx
= 0

=⇒ [p̂x, p̂y] = 0

Nur für die Messungen entlang derselben Achse ist der Kommutator ungleich Null. Die
Vektorkomponenten des Operators in verschiedene Richtungen pendeln.
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