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1. Hermitesche Operatoren (iibernommen von Ubungsblatt 4)
(Referenz: Abschnitt 1.8 ”Hermitian Operators”, Kapitel 1, Molecular Quan-
tum Mechanics, 5th ed., Peter Atkins und Ronald Friedman)

a)

A ist ein hermitischer Operator. Das bedeutet, dass er selbst-adjungiert ist.

A=A (1)

Somit erfiillt der hermitischer Operator die folgende Beziehung fiir die gegebenen
Wellenfunktionen |®) und |¥)

(@A|D) = (B|AT|T) = (V| AJ2)" (2)

Betrachten Sie die Eigenwertgleichung
AY) = w|¥) (3)

Das ket |¥) bezeichnet einen Eigenzustand des Operators A in dem Sinne, dass
die entsprechende Funktion ¥(z) eine Eigenfunktion des Operators ist und wir die
Figenzustdnde mit dem FEigenwert w des Operators A bezeichnen. Multiplikation
von links mit (¥| ergibt die Gleichung.

(T]A|P) = w (P|T) = w (4)

wobei |¥) normiert werden soll. Nehmen Sie nun das komplexe Konjugat beider
Seiten:

(U]A|W)" = o (5)
Durch Hermitizitéit gilt jedoch (U|A|¥)" = (¥|A|¥). Daraus folgt, dass w = w*, was
bedeutet, dass der Eigenwert reell ist.
Angenommen, die beiden Eigenzustinde |®) und |¥) erfiillen die folgenden Bezie-

hungen: R R
Al®) =w|®) und A¥) = |¥) (6)

Dann multipliziert man die erste Relation mit (¥| und die zweite mit (P|
(V|A|) = (P|w|®) und (®|A|T) = (D|o'|P) (7)

— (U|A|®) = w (¥|®) und (D|A|T) =o' (D|T) (8)

Nehmen Sie nun das komplexe Konjugat der zweiten Relation und subtrahieren
Sie es von der ersten, wihrend Sie die Eigenschaft von Aufgabe 5.(b) verwenden
(w=w"):

(T|A|D) — (2[A|T) = w (V]D) — ' (D[T)" (9)



Da A hermitischer ist, ist die linke Seite dieses Ausdrucks Null. Also (wenn wir
feststellen, dass w’ reelle ist und (®|V)* = (¥|P) verwenden), kommen wir an

(w—u') () =0 (10)

Da die beiden Eigenwerte jedoch unterschiedlich sind, kann diese Beziehung nur fiir
(®|¥) = 0 erfiillt werden, wie zu beweisen war.
d)
lim ®(z)= lim ¥(z)=0

r—+oo r—+o0o

Die Demonstration der Hermitizitédt von % beinhaltet partielle Integration, und wir
betrachten das bestimmte Integral iiber den gesamten Raum, um das Verschwinden
eines der Begriffe zu zeigen:
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Daher ist der Abteilungsoperator kein hermitischer. Im falle des Impulsoperator,

(D[p| W) = 7@*(:,;) (?i) W) de =" 7@*@);@@) da
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Daher ist der Impulsoperator hermitischer.
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¢) Z und p, haben keine gemeinsamen Eigenfunktionen, da aus den Ergebnissen von a)
und b) beobachtet werden kann, dass der Kommutator nicht auf Null verschwindet.

)
$(w) = NeTles0”

Um N zu bestimmen, normalisieren wir die Wellenfunktion (¢[¢)) = 1.

(Pl) = / *(z)Y(x)dr =1
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Integration durch Substitution verwenden, sei x — xg = u, dann dz = du.
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Integration durch Substitution verwenden, sei © — zop = u, dann dxr = du und
T = U+ xg.
o0 (e @]
(z%) = N? / (u+ 20)* e~ qy = N2 / (u2 + 2uzo + 77 e 2 qy
—0 —o0
o o0 o0
= N? / u?e 2 du 4 2 / ue~ 2 du + / e 2 dy,
(20)
—0o0 — 0o —0oQ
—_——
L =0 i
2 [ 1
|2 (20)2 2T m |40V 20 2T
1

Wl y
= / Vi

:NZ/xe—ZF(a:—xo) dx

—0o0

Erneut die Integration durch Substitution, sei * — zg = u, dann dz = du und



T =u-+ xg.
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Integration durch Substitution verwenden, sei x — xg = u, dann dx = du.
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Erneut die Integration durch Substitution, sei x — ¢ = u, dann da = du.
00
(pe) = 21AT' N2 / ue 2 dy = 0 (24)

So (pz)? = 0.
2 Ap = \/(B3) — () = VIPT = 0= 1VT (25)
Daher ist das Unschérfeprodukt

1
AzAp = —— - /T
P 2T

AzAp = g (26)

% ist der niedrigste gebundene Wert des Unshérfeprodukts, der mit der Ungleichung
in G1.(14) tibereinstimmt.



on(z) = \/gsin (n—zx) (28)

a) Um die Koeffizienten ¢, zu bestimmen, berechnen wir das Skalarproduckt der beiden
Funktionen
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aus Gl1.(24).
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b) |¢n) in Dirac-Notation repriisentiert den von der Funktion ¢, (z) im Raum bescrie-
ben wird.

c¢) Die Koeffizienten ¢, kénnen in Dirac-Notation als dargestellt werden

cn = {pnl¥) (30)



