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1 Der Tunneleffekt

Betrachten Sie ein eindimensionales Teilchen der Masse m, das von links auf eine endlich hohe
Potentialbarriere der Hohe Vj und der Breite L zulduft. Das Potential lautet dann wie folgt:

0 fiir z < 0 (Bereich I),
V(z)=«¢ Vo fir0<az <L (Bereich II),
0 fiir z > L (Bereich III)

In diesem Fall kann das Teilchen die Barriere iiberwinden, selbst wenn seine Energie E kleiner

als die Barrierenhohe Vj ist (Tunneleffekt).

a) Geben Sie die Schrédingergleichung fiir die drei oben definierten
Bereiche an.

Zeitunabhéngige Schrodingergleichung:

. R h2 d2
Dann ist:
. h? d?
Berelch I: —%ﬁ\ﬂ(x) = E\IJ(ZE)
h? d?
Bereich II: (—%@ + V0> U(z) = EV(z) (2)
. h? d?
Bereich III: —%w\ﬂ(x) = EV(x)

b) Zeigen Sie, dass die folgenden Wellenfunktionen allgemeine Losun-
gen der Schrodingergleichung sind. Welche Beziehungen ergeben sich
fiir £ und «

Yi(x) = Ae’™ + Brem ™ fir x <0,
U(z) =< vu(x)=Are™™ + Bre fir 0 <z <, (3)

¢]11($) = A[[[eikx + ane_ikx firx > L

{k,k € R|k, k> 0} (4)



Bereich I (x < 0), ¥(x) = ¢;(x)

h’Q d2 h2 d2 ikx —tkx
o gz 1) = =g gz (A 4 Bre)

h? . .
_ [(Z-k)ZAlezkx 4 (_Z'k)ZBlefzkx}

2m
h2 k> » ‘
=5 (Afem” + Bje_””) = EV(x)
:>E—h2k2 :>k2—2mE:>k— 2mE
- 2m K2 h

Bereich IT (0 <x <L), ¥(x) = ¢ (x)

h? d> h? d?
( + Vo) Yrr(z) = ( + Vo) (Brr€e"™ + Ape™"")

 2mda?  2mda?

(_Zf + Vo) Yr(z) = EV(x)

— 2K 2m(Vy — E
:E’: hH+‘/b :HQZM
2m h?2

Bereich IIT (x > L), ¥(x) = ¥(x)

h* d? h? d? , ,
_%@@Dlll(ﬁ) = —%@ (AIIIQZM: + B[[[G_lkx)
2 " .
= =5, [(R)* Are™ + (=ik)* Brre ™|
h2k? . ,
— T (Afllelkx + Bllle—zkm) _ EW(I’)
h2k? 2mE 2mE
E — 2 = k‘ =
YT om 2 n

c¢) In unserem Fall ist By = 0. Warum?

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Im Bereich I beschreibt 1;(x) die Bewegung der Wellenfunktion von links nach rechts (A;e’**),
sowie die entgegengesetzte Bewegung des reflektierten Teils der Wellenfunktion nach dem Auf-
treffen auf die Barriere (Bje~***). Im Bereich der Barriere (Bereich II) liuft der in die Barriere
eingedrungene Teil der Wellenfunktion aus Bereich I weiter von links nach rechts (Bj;e"*) bis
dieser auf den Rand der Barriere trifft (x = L). Hier wird wieder ein Teil der Wellenfunktion
reflektiert (A;re"*). Der transmittierte Anteil der Wellenfunktion (Bereich III) letzendlich

bewegt sich weiter nach rechts (A;;;e™”)

. Da sich ab x > L keine weitere Barriere befindet,

gibt es jedoch keinen reflektierten Anteil (B[He*“”), was bedeutet, dass B;;; = 0 sein muss.



d) Bestimmen Sie die Koeffizienten A;; und B;; in Abhéngigkeit
von ¢ := Ajettt
Die Wellenfunktion W(x) muss im Punkt # = L stetig und stetig differenzierbar sein, d.h. es

muss V(L) = (L) und dpr (L) = dyrrr(L) gelten. Aus diesen Bedingungen erhalten Sie
zwei Gleichungen fiir A7, A;; und ¢, die Sie nach A;; bzw. Bj; auflésen kénnen:

i (L) = Urr(L) = Bre™ + Ape™ " = Ape’™” (16)

dotprr(L) = d V(L) = kBre™ — kATEE = ik Ap ettt (a7)
‘ * 1 11
:=ikc

Es ergeben sich also die Gleichungen:

1 Byre"t + Ape b = ¢

. (18)
2 BHQHL — A][G_HL =1i—c
K
Addition bzw. Subtraktion liefert die Ausdriicke fiir die beiden Koeffizienten:
k k
142 = 2B e = (1 + @—) c= By =~ (1 + z’—) e "t (19)
K 2 K
k k
1-2= 2A116_’€L = (1 — Z—) C = A[[ = E (1 — Z—) €RL (20)
K 2 K

e) Bestimmen Sie die Koeffizienten A; und B; in Abhingigkeit von Aj;
und B]].

Die Wellenfunktion ¥ (z) muss im Punkt x = 0 stetig und stetig differenzierbar sein, d.h. es
muss ¥7(0) = ¥;(0) und d,;(0) = d,0r7(0) gelten. Aus diesen bedingungen erhalten Sie zwei
Gleichungen fiir A;, By und Ay, Byy, die Sie nach A; bzw. B; auflésen kénnen:

¥r(0) = ¢11(0) = Are™ + Bre™™ = Ajpe ™ + Brye™ (21)
= A;+ By = A;; + By (22)
dytp1(0) = dytpr1(0) = ikA; — ikB; = kB1; — kAp (23)
= A;— By = —ig (Bi; — Arp) (24)

Das Gleichungssystem lautet also:

1 A1+B]:A[]+B]]

K
—71—

(25)
L (BII - AII)

2 A[—B[:



Wiederum ergeben Addition bzw. Subtraktion die Ausdriicke fiir A; bzw. By:

14+2= 24, = Ay (1+¢%>+BH (1—1'%) :>A1:%[AH (1+z’%)—|—BH (1—%)}

(26)

k k

1—-2=2B; = Ay (1—ig)+BH (1+if) :BIZ%[AH<1—¢E>+BH (1+@%>}
(27)

f) Setzen Sie das Ergebnis aus Teilaufgabe d) in das aus Teilaufgabe e)
ein, um die Koeffizienten A; und B; in Abhangigkeit von c zu erhalten.

1 1
Benutzen Sie sinh(x) = 3 (e* —e™*) und cosh(z) = 5 (e” + e~ 7), um Ihr Ergebnis in die Form
K=K KR
Ar= <cosh(/<;L) +i P smh(ﬁL)) ¢ und By = —i TP sinh(kL)c
umzuschreiben.
A]:
1 K K
Ar= g Au (1+i) + B (1= i) (28)
1|c k K c k K
= ls (1= et (1+in) + 5 (14is ) et (1-i7) 2
2{2( zﬁ)e +iy +2< +@,€>e i (29)
1 [ ko Kk Kk k
_ > 1 -2 o 1 L 1— 2 H 1 — kL
40_( z/i—l—zk—l—)e +( zk—l—zﬁ—ir)e 1 (30)
1T 2 _ 7.2 2 _ .2
— _(2“"6 Kkk )e“L+ (2+z'/lC mj )e_“L] (31)
1 2 k2
=—c |2 (e" + e A (et — e (32)
4 ~—_———— Kk ~—_——
| = 2-cosh(kL) = 2.sinh(kL)
1 k2 —Kk?
=c (cosh(/@L) + 52 Y sz’nh(/@L)) (33)




_ 1 K wL . K —rL

—4c[<1 iz~ 1)6 +(1+Z/<;+Zk 1)6 } (35)
1 . /€2+k2 wL .k2+/€2 —xL

=€ [(—z) - i } (36)
1 24 k2

= e [ (et ey (37)
4 krk  e——

= 2-sinh(kL)
1. K+ E
= —gle— sinh(kL) (38)

g) Der Transmissionskoeffizient T = |’|4/ﬁ|’f gibt die Wahrscheinlichkeit
an, dass das Teilchen die Barriere iiberwindet. Bestimmen Sie 7.
(Ii2 + k:2)2

~1
WSZ’M?(@L)) zu erhalten.
K

Benutzen Sie cosh?(z) = 1+ sinh?®(z), um T = (1 +

Einsetzen von x und k liefert dann das Endergebnis:

-1
%5 , 2m(Vo — F)
T=|{1+—-2—sinh? L
< +4E(Vo—e)sm < -




C = 14][[6”C

|C‘2 _ |AIH|2€ikLefikL — |AHI‘2

=T =

L

Einsetzen von x und k aus Aufgabe 1b):

T —

A _ |cf?
A*A, 2 _ 1.2 2
e |c|? - |:COSh(I£L) —I—iﬁz - sinh(ﬁL)}
K
1
7 .2)2
cosh?(kL) + %SinhQ(mL)
K
1
4 2 2]{72 /{34
1+ sinh?(kL) + t 41%%2 T sinh?(kL)
K
1
4 2]{32 4 2 2k2 k4
i i Z Qkf i sinh?(kL)
K
1
2 12)2
1+ %SinhQ(/{L)
K
1
(= + 2 2(Vy — B)
1+ L APEVo=E) sinh? | L -
h4
1
2
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L E(Vh—E)
A
1
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T aeEv,— 5" ( n
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V2 >m(Vo — E)
14+ —-2——sinh? [ L
TEG-B" ( h
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