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1. Bahndrehimpuls des Elektrons im Wasserstoffatom

a) Stellen Sie den Hamiltonoperator H fiir das Wasserstoffatom auf.
b) Berechnen Sie die beiden Kommutatoren [H, 12| und [H,1,], wobei I2 = [2 + ZZ + 2
das Quadrat des Bahndrehimpulsoperators und [, seine z-Komponente darstellen.

c) Welche Schlussfolgerungen lassen sich aus dem Ergebnis der Teilaufgabe b) fiir die
Eigenfunktionen der drei Operatoren H, [ und [, ziehen?

d) Nennen Sie die Bezeichnung sowie die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen
[ und my.

e) Was lédsst sich iiber die Operatoren I, und iy, die die z- und y-Komponenten des
Bahndrehimpulses darstellen, aussagen?

2. Entartung im Wasserstoffatom
Die quantisierten Energieniveaus des Wasserstoffatoms lauten wie folgt:
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wobei n die Hauptquantenzahl ist. Die Quantenzahlen [ und m; nehmen die Werte
Il =012....n—1bzw. my = =l,—-l+1,...,0,...,1 — 1,1 an. Vernachldssigen Sie
im Folgenden zunéchst den Elektronenspin.

a) Wie viele Werte kann m; fiir ein gegebenes [ annehmen?

b) Wie viele Kombinationen (I,m;) existieren fiir ein gegebenes n? Diese Anzahl an
Kombinationen entspricht dem sogenannten Entartungsgrad.
Hinweis:
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c) Wie dndert sich der Entartungsgrad, wenn der Elektronenspin beriicksichtigt wird?

3. Elektron-Kern-Abstand
Die Wellenfunktionen des 1s- und 2p,-Orbitals des Wasserstoffatoms haben die Form
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Berechnen Sie den Erwartungswert des Abstandes des Elektrons vom Kern (7) sowie den
wahrscheinlichsten Abstand 7pax.
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4. Elektronenspin
Der Spinfreiheitsgrad des Elektrons ldsst sich wie folgt durch eine allgemeine Spinwellen-
funktion darstellen:
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a) Uberpriifen Sie, ob die Wellenfunktion mit der obigen Wahl der Koeffizienten ¢; und
co normiert ist.

b) Welche Werte miissen # und ¢ annehmen, so dass |¥) = |a) bzw. |¥) = |5)?
Versuchen Sie, dieses Ergebnis geometrisch zu interpretieren. Ist die Wellenfunktion
|U) in diesen speziellen Fillen Eigenfunktion der Operatoren 32 und 3,? Wenn nicht,
wie lauten die entsprechenden Erwartungswerte?

c) Welche Werte miissen 6 und ¢ annehmen, so dass ¢; = ¢y gilt? Versuchen Sie
erneut, dieses Ergebnis geometrisch zu interpretieren. Ist die Wellenfunktion |¥) in
diesem Fall Eigenfunktion der Operatoren §% und 5,7 Wenn nicht, wie lauten die
entsprechenden Erwartungswerte?

5. Starrer Rotator
Betrachten Sie die Rotation eines hantelférmigen Molekiils mit eingefrorener Bin-
dungslénge re, dessen Massenschwerpunkt im Koordinatenursprung liegt. Der Hamil-
tonoperator fiir einen solchen , starren* Rotator lisst sich analog zur Bewegung auf einer
Kugeloberfliche formulieren:
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Die Eigenwerte des [>-Operators lauten h2[(I + 1), so dass
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a) Wie lautet die der Wellenfunktion W(6, ¢) zugeordnete Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung? Beachten Sie die Definition des Volumenelements in Kugelkoordinaten.

b) Verwenden Sie den Separationsansatz W(6,¢) = Y}, (0,¢) = Opm, (8)Pr, (¢), um
analog zu Aufgabe 1 von Ubungsblatt 8 die Gleichung fiir den #-abhéngigen Teil der
Wellenfunktion ©;,,, (0) aus Gl. (1) herzuleiten. Wie lauten die Funktionen ®,,,(¢)?

c¢) Damit die Wellenfunktion Y;,,, (6, ¢) eine Eigenfunktion des Differentialoperators
I, = —ih0y ist, muss sie an jedem Punkt des betrachteten Raumes kontinuierlich
sein,

Vi, (0, ¢) = Yim, (0, ¢ + 2)

Welche Bedingung ergibt sich hieraus fiir die Quantenzahl my;?
Hinweis: Verwenden Sie den ¢-abhéingigen Teil der Wellenfunktion aus Aufgabenteil
b).



d) Die Losungen der Gleichung fiir den #-abhéngigen Teil der Schrédingergleichung ei-
nes starren Rotators sind die sogenannten zugeordneten Legendrepolynome © ,,, ().
Die Funktionen Y, (6,¢) werden auch Kugelflichenfunktionen genannt. Sie bil-
den eine vollsténdige Orthonormalbasis. Jede quadratintegrable Funktion, die aus-
schlieBllich von # und ¢ abhingt, kann daher als eindeutige Linearkombination von
Kugelflichenfunktionen geschrieben werden:
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Nehmen Sie an, ein starrer Rotator befinde sich zu irgendeinem Zeitpunkt im Zu-
stand

(0, d) = N(sin(0) sin(p) + sin(6) cos(¢) + V3 cos(9))

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Drehimpulsquadrates 12
den Wert 2h2 und gleichzeitig fiir die z-Komponente des Drehimpulses den Wert &
zu finden?

Hinweis: Berechnen Sie zunichst die Normierungskonstante N, um in Anschluss
die Expansionskoeffizienten c¢;,,, zu bestimmen. Verwenden Sie hierfiir die ersten
Kugelflichenfunktionen:
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