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1 H;-Molekiilion

Wellenfunktion und Hamilton-Operator lauten:

(W) = cala) +c[b)
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a)

Setze Gl. 1 in die Schrodingergleichung ein:
H|W) = E|U) = ¢, E|a) + ¢, E |b)
Zur Losung wird jeweils mit (a| und (b| von links multipliziert:
(al H|W) = (al Heala) + {al Hey [0)
= (al cal |a) + (al o, E |b)

= ¢, E (ala) + ¢, E (alb)

(b ) = (b] Hea |a) + (b] Hep b)
— (bl a2 |a) + (b] &, |B)
— o (bla) + o B (b]p)
Nomenklatur der einzelnen Elemente:
(a|H|a) = (b| H |b) = Hag ; (a|H[b) = (b| H |a) = Hop

(alb) = (BlB) =1 5 {alb) = (bla) = S

(10)

(11)



Gln. 4-9 lassen sich iibersichtlich umordnen:
CaHdiag + cHog = ¢, E + i ES (12)
coHeom + CbHdiag =c, ES +cFE (13)
Somit ldsst sich die Matrixgleichung aufstellen:
Hdiag Hoff Ca _ 1S Ca
(Hoff Hdiag)(cb>_E'(S 1 Ch (14)

Oder kompakter:

b)

Da im Falle des Hj-Molekiilions die minimale Basis aus zwei 1s-Funktionen besteht,
die jeweils um einen Atomkern zentriert sind, verhilt sich das Uberlappungsintegral
exponentiell abfallend mit dem Atomabstand:

S = (a]b) o e”"AB (16)

Bei Annahme grofer Separation der Atome verschwindet das Uberlappungsintegral:

lim S=0 (17)
TAB—0C
c)/d)
He=ES¢ — (H-ES)é=0 — |[H-ES|=0 (18)
Ausschreiben der Determinante:
0L |Haig = E Hog — ES| (Hgiag — E)° — (Hog — ES)? (19)

Hoff - ES Hdiag - F

= H3,, — 2EHy,, + B? — (H2; — 2ESH ¢ + E*S?)

(20)
Lose fiir F/, indem zunéchst nach Potenzen von E sortiert wird:
0= (1-5%) E? +2 (HoeS — Huiag) E + H3,, — Hg (21)
Verwende:
0r? L rbo—0 — ay,— —LE VP (22)

a



Die Eigenwerte lauten also:

Fliiag — HonS & \/ (HonS — Huiag)” — (1 — 52) (H3,,, — HZ)
- 52

Eio = (23)

Umsortieren des Radikanden ergibt:
o Hdiag B HOHS + Hoff B Hdiags o Hdiag (1 - S) + Hoﬂ (1 - S) - Hdiag + Hoff

E,

1— 52 (1-9)(1+59) - 1+S8
(24)
E - Hdiag - HoffS - Hoff + HdiagS - Hdiag (1 + S) + Hoﬂ (1 + S) o Hdiag - Hoﬂ
T 1— 52 B (1-9)(1+59) - 1-S8
(25)

Nun folgt die Berechnung der Eigenvektoren durch Einsetzen der Eigenwerte F, und
E_ in die Sdkulargleichung, zunachst fiir £, :

Hd' . — Hdiag + Hoﬂ H 5 S(Hdiag + Hoﬂ) 0
° 1+S ° 1+ Ca | _
o S (Haiag + Horr) He Hgiag + Hor ( e ) < 0 ) (26)
off 1_'_5 diag 1 +S

Vereinfachen der beiden sich unterscheidenden Matrixeintréige liefert:
Hdiag(l + S) B Hdiag + Hoff o SHdiag — HOH )
1+5 S 1+S

H11 = H22 = = A (27)
Hoff(l + S) - SHdiag - SHoff o Hoff - SHdiag

1+ 5 - 1+S
Umschreiben der Matrixgleichung:

() (%) =(0) 20

= Ac, — Ay, =0 — cu—a=0 = c,=c¢ =c4 (30)

=—A (28)

Fiir die Wellenfunktion ergibt sich hieraus:
W) = cqfa) 4 4 ) (31)

Aus der Normierungsbedingung lésst sich der Ausdruck fiir den Koeffizienten ¢, bestim-
men:

(UL [0) =1 =[ey | ({ala) + (b]b) + (alb) + (bla)) (32)
= |eq]? (2 +29) (33)
=2lc [>(1+9) (34)
1
= Cy = m (35)



Die gleiche Prozedur (Gleichungen 26-35) fiihrt fiir den Koeffizienten c_ zu dem Aus-

druck:
1

L= — 36
2(1-295) (36)
Teil ¢):
Unter der Annahme S = 0 ergibt sich:
E. = E, = Hys + H = (37)
= = ia, o ; Cy = —(=
+ + diag ff + )
1
E_=FE_= Hdiag - Hoﬂ‘ 3 c_ = —2 (38)
e)
Zunichst werden die Matrixelemente ausformuliert:
N N e? 1 1 1
Hyioe = = o — -t — 39
o =l Rle) = @l Tt 1 (= Yo 39)
A e 1 e?
= o — — 40
\<a|7' 47r50 TeA a/ 47?50< |TeB | >, 47r507’AB <a|a> ( )
Els(a|a> 7 VAB(G| )

Beachte, dass der Operator 1/rap im letzten Summanden keinen Einfluss auf die elektro-
nischen Basisfunktionen |a) und |b) hat und daher vor das Integral geschrieben werden
kann.

Hoo = (ol #0) = (ol o+ - (- — =+ L)y (a1)
off = (@ =Aaj /e - = -
T dmeg TeA TeB  TAB
ez 1 e?
_ _ il — — {alb 42
\<a| 4TEg TeA 47r50 {a |7"eB | >, 47T€07“AB {al >J (42)
F1eS e VagS
Hierbei wurde unter anderem verwendet, dass:
. e? 1
{al Te + —— ) [b) = (a| E1s |b) = Ex5{alb) (43)
TEQ TeA



Die Ausdriicke aus Gleichung 40 und 42 kénnen nun verwendet werden, um die Eigen-
werte £/, und E_ umzuschreiben:

B Hdiag + Hog B Eis—j+Vap+SEs—k+ SVap B (1 +S)(E15+VAB) —7—k

T 148 1+S - 1+8
(44)
Jj+k
=Fig+ Vag — —— 4
1s T VaB 1+ 5 (45)
5  Haiag —Hog By —j+Vap—SE+k—SVag (1= 5)(E+Vas) —j+k
- 1-8 1-8 B 1-8
(46)
_ -k
= L5+ Vag =35 (47)



