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1 H
+
2 -Molekülion

Wellenfunktion und Hamilton-Operator lauten:

|Ψ〉 = ca |a〉+ cb |b〉 (1)

Ĥ = T̂e +
e2

4πε0

(
− 1

reA
− 1

reB
+

1

rAB

)
(2)

a)

Setze Gl. 1 in die Schrödingergleichung ein:

Ĥ |Ψ〉 = E |Ψ〉 = caE |a〉+ cbE |b〉 (3)

Zur Lösung wird jeweils mit 〈a| und 〈b| von links multipliziert:

〈a| Ĥ |Ψ〉 = 〈a| Ĥca |a〉+ 〈a| Ĥcb |b〉 (4)

= 〈a| caE |a〉+ 〈a| cbE |b〉 (5)

= caE 〈a|a〉+ cbE 〈a|b〉 (6)

〈b| Ĥ |Ψ〉 = 〈b| Ĥca |a〉+ 〈b| Ĥcb |b〉 (7)

= 〈b| caE |a〉+ 〈b| cbE |b〉 (8)

= caE 〈b|a〉+ cbE 〈b|b〉 (9)

Nomenklatur der einzelnen Elemente:

〈a| Ĥ |a〉 = 〈b| Ĥ |b〉 = Hdiag ; 〈a| Ĥ |b〉 = 〈b| Ĥ |a〉 = Ho� (10)

〈a|b〉 = 〈b|b〉 = 1 ; 〈a|b〉 = 〈b|a〉 = S (11)
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Gln. 4-9 lassen sich übersichtlich umordnen:

caHdiag + cbHo� = caE + cbES (12)

caHo� + cbHdiag = caES + cbE (13)

Somit lässt sich die Matrixgleichung aufstellen:(
Hdiag Ho�

Ho� Hdiag

)(
ca
cb

)
= E ·

(
1 S
S 1

)(
ca
cb

)
(14)

Oder kompakter:

H~c = ES~c (15)

b)

Da im Falle des H+
2 -Molekülions die minimale Basis aus zwei 1s-Funktionen besteht,

die jeweils um einen Atomkern zentriert sind, verhält sich das Überlappungsintegral
exponentiell abfallend mit dem Atomabstand:

S = 〈a|b〉 ∝ e−rAB (16)

Bei Annahme groÿer Separation der Atome verschwindet das Überlappungsintegral:

lim
rAB→∞

S = 0 (17)

c)/d)

H~c = ES~c → (H− ES)~c = ~0 → |H− ES| !
= 0 (18)

Ausschreiben der Determinante:

0
!

=

∣∣∣∣Hdiag − E Ho� − ES
Ho� − ES Hdiag − E

∣∣∣∣ = (Hdiag − E)2 − (Ho� − ES)2 (19)

= H2
diag − 2EHdiag + E2 −

(
H2

o� − 2ESHo� + E2S2
)
(20)

Löse für E, indem zunächst nach Potenzen von E sortiert wird:

0
!

=
(
1− S2

)
E2 + 2 (Ho�S −Hdiag)E + H2

diag −H2
o� (21)

Verwende:

ax2 + 2bx+ c = 0 → x1,2 =
−b±

√
b2 − ac
a

(22)
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Die Eigenwerte lauten also:

E1,2 =
Hdiag −Ho�S ±

√
(Ho�S −Hdiag)

2 − (1− S2)
(
H2

diag −H2
o�

)
1− S2

(23)

Umsortieren des Radikanden ergibt:

E+ =
Hdiag −Ho�S + Ho� −HdiagS

1− S2
=

Hdiag (1− S) + Ho� (1− S)

(1− S) (1 + S)
=

Hdiag + Ho�

1 + S
(24)

E− =
Hdiag −Ho�S −Ho� + HdiagS

1− S2
=

Hdiag (1 + S) + Ho� (1 + S)

(1− S) (1 + S)
=

Hdiag −Ho�

1− S
(25)

Nun folgt die Berechnung der Eigenvektoren durch Einsetzen der Eigenwerte E+ und
E− in die Säkulargleichung, zunächst für E+: Hdiag −

Hdiag + Ho�

1 + S
Ho� −

S(Hdiag + Ho�)

1 + S

Ho� −
S(Hdiag + Ho�)

1 + S
Hdiag −

Hdiag + Ho�

1 + S

( ca
cb

)
=

(
0
0

)
(26)

Vereinfachen der beiden sich unterscheidenden Matrixeinträge liefert:

H11 = H22 =
Hdiag(1 + S)−Hdiag + Ho�

1 + S
=
SHdiag −Ho�

1 + S
:= A (27)

H12 = H21 =
Ho�(1 + S)− SHdiag − SHo�

1 + S
=

Ho� − SHdiag

1 + S
:= −A (28)

Umschreiben der Matrixgleichung:(
A −A
−A A

)(
ca
cb

)
=

(
0
0

)
(29)

⇒ Aca − Acb = 0 → ca − cb = 0 ⇒ ca = cb := c+ (30)

Für die Wellenfunktion ergibt sich hieraus:

|Ψ+〉 = c+ |a〉+ c+ |b〉 (31)

Aus der Normierungsbedingung lässt sich der Ausdruck für den Koe�zienten c+ bestim-
men:

〈Ψ+|Ψ+〉
!

= 1 = |c+|2 (〈a|a〉+ 〈b|b〉+ 〈a|b〉+ 〈b|a〉) (32)

= |c+|2 (2 + 2S) (33)

= 2|c+|2 (1 + S) (34)

⇒ c+ =
1√

2(1 + S)
(35)
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Die gleiche Prozedur (Gleichungen 26-35) führt für den Koe�zienten c− zu dem Aus-
druck:

c− =
1√

2(1− S)
(36)

Teil c):

Unter der Annahme S = 0 ergibt sich:

E+ = E+ = Hdiag + Ho� ; c+ =
1√
2

(37)

E− = E− = Hdiag −Ho� ; c− =
1√
2

(38)

e)

Zunächst werden die Matrixelemente ausformuliert:

Hdiag = 〈a| Ĥ |a〉 = 〈a| T̂e +
e2

4πε0

(
− 1

reA
− 1

reB
+

1

rAB

)
|a〉 (39)

= 〈a| T̂e −
e2

4πε0

1

reA
|a〉︸ ︷︷ ︸

E1s〈a|a〉

− e2

4πε0
〈a| 1

reB
|a〉︸ ︷︷ ︸

j

+
e2

4πε0rAB
〈a|a〉︸ ︷︷ ︸

VAB〈a|a〉

(40)

Beachte, dass der Operator 1/rAB im letzten Summanden keinen Ein�uss auf die elektro-

nischen Basisfunktionen |a〉 und |b〉 hat und daher vor das Integral geschrieben werden

kann.

Ho� = 〈a| Ĥ |b〉 = 〈a| T̂e +
e2

4πε0

(
− 1

reA
− 1

reB
+

1

rAB

)
|b〉 (41)

= 〈a| T̂e −
e2

4πε0

1

reA
|b〉︸ ︷︷ ︸

E1sS

− e2

4πε0
〈a| 1

reB
|b〉︸ ︷︷ ︸

k

+
e2

4πε0rAB
〈a|b〉︸ ︷︷ ︸

VABS

(42)

Hierbei wurde unter anderem verwendet, dass:

〈a| T̂e +
e2

4πε0

(
− 1

reA

)
|b〉 = 〈a|E1s |b〉 = E1s 〈a|b〉 (43)
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Die Ausdrücke aus Gleichung 40 und 42 können nun verwendet werden, um die Eigen-
werte E+ und E− umzuschreiben:

E+ =
Hdiag + Ho�

1 + S
=
E1s − j + VAB + SE1s − k + SVAB

1 + S
=

(1 + S)(E1s + VAB)− j − k
1 + S

(44)

= E1s + VAB −
j + k

1 + S
(45)

E− =
Hdiag −Ho�

1− S
=
E1s − j + VAB − SE1s + k − SVAB

1− S
=

(1− S)(E1s + VAB)− j + k

1− S
(46)

= E1s + VAB −
j − k
1− S

(47)
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